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AUFGABE 1 (8 Punkte):
Bestimmen Sie V (x2 − y, y + x2 − 4) ⊆ R2. Gehen Sie dabei wie folgt vor.

1) Zeigen Sie, dass G = {x2 − y, y + x2 − 4} keine Gröbnerbasis für I = 〈G〉 ist.

2) Formen Sie G mit Hilfe des Buchbergeralgorithmus zu einer Gröbnerbasis um.

3) Bilden Sie eine minimale Gröbnerbasis.

4) Bilden Sie die reduzierte Gröbnerbasis und lesen Sie V (I) ab.

AUFGABE 2 (6 Punkte):
Bestimmen Sie V (xz−2, 2x2−xy+2xz−y2+yz+2z2,−2x2+xy+2xz+y2−2yz−z2+2) ⊆ Q3.
Bestimmen Sie dazu zunächst die reduzierte Gröbnerbasis.

AUFGABE 3 (4 Punkte):
Sei G eine Gröbnerbasis des Ideals I mit LC(g) = 1 für alle g ∈ G. Beweisen Sie, dass G
genau dann eine minimale Gröbnerbasis ist, wenn keine echte Teilmenge von G existiert, die
auch eine Gröbnerbasis für I bildet.

AUFGABE 4 (4 Punkte):

Seien G und G̃ zwei minimale Gröbnerbasen des Ideals I für eine beliebige fest gewählte
Ordnung. Beweisen Sie, dass G und G̃ die gleiche Anzahl an Elementen besitzen.


