Beispiele Suffixberechnung

@ Code C, = {0,1,00}

» Suffix s; = 0, denn c3 = ¢40.
@ Code C; = {0,01,011}

» Suffixs; = 1, dennc, = cq11.

» Suffix s, = 11, denn c3 = ¢c111.
@ Code C4 = {0,10,110}

» Keine Suffixe, da Prafixcode.
@ Code Cs = {1,110,101}
Suffix s; = 10, denn ¢, = ¢110.
Suffix s, = 01, denn c3 = ¢,101.
Suffix s3 = 0, denn s3 = ¢40.
Suffix s, = 1, denn c3 = s11.

vV vyVvYyy
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Kriterium flr eindeutig entschlusselbar
Satz Eindeutig entschlisselbar

C ist ein eindeutig entschlisselbarer Code < Kein Suffix ist Codewort
inC.

z.z.: C nicht eindeutig entschliisselbar = Suffix ist Codewort

@ Sei C nicht eindeutig entschlisselbar.

@ Dann existiert ein String s € {0, 1}*, der sich auf zwei Arten als
Codewortfolge darstellen lasst.

@ Seiency...cypundd; ... dy, diese Codewortfolgen.

@ Wir konstruieren sukzessive Suffixe fur diese Folgen.

@ Die konstruierten Suffixe beginnen jeweils mit Codewortprafixen.

@ Der letzte Suffix ist identisch mit dem letzten Codewort.

-
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Suffix ist Codewort

@ Fall 1: Codewort c; lasst sich zu d; erweitern

Ci

d

@ Fall 2: Codewort ¢; lasst sich zu Suffix s; erweitern

Ci

Sj

@ Fall 3: Suffix sy lasst sich zu Codewort d; erweitern

Sk
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Ruckrichtung

z.z.: Suffix s ist ein Codewort = C ist nicht eindeutig entschliisselbar

@ Suffix s ist aus Anwendungen der drei Regeln entstanden.
@ Berechne die Kette zuriick, aus der s entstanden ist.
Setze String c* « s. Iteriere:

1. Fall ¢; = ¢js: ¢* + cjc*, terminiere.

2.Falls’ =cs:c* +cc*, s+ g

3.Fallc =s’s:c* « s'c*, s+ ¢

v

v vy

@ Kette muss mit 1. Fall ¢; = ¢;s’ terminieren.

@ Zwei verschiedene Entschliisselungen:
Eine beginnt mit c;, die andere mit c;.

@ Beide sind gultig, da der letzte Suffix ein Codewort ist.

Beispiel: Fur C = {1,110,101} erhalten wir fur den Suffix 1 den
String ¢* = 1101 mit gultigen Dekodierungen 1101 und 110|1.
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Satze von Kraft und McMillan
Satz von Kraft

Ein Prafixcode C fur das Alphabet A = {as,...,an} mit
Kodierungsléangen |C(a;)| = /; existiert gdw

zn: 274 < 1.
j=1

Satz von McMillan

Ein eindeutig entschlusselbarer Code C fir das Alphabet
A = {a1,...,a,} mit Kodierungslangen |C(a;)| = ¢; existiert gdw

i 274 < 1.
j=1
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Prafixcodes geniigen
Korollar

Ein Préafixcode C existiert gdw es einen eindeutig entschliisselbaren

Code C mit denselben Kodierungslangen gibt.

Beweis:
@ Wir zeigen den Ringschluss fir:
Y.Ly 274 < 1 = Préafix = Eindeutig entschlusselbar

(Prafix = Eindeutig entschliisselbar: letzte Vorlesung)
@ Gegeben sind Kodierungslangen ¢;.

@ Gesucht ist ein Prafixcode mit 4; = |C(a;)|.
@ Definiere ¢ := max{/y,

n V4
Y 2h=>Y"n2"<1.
j=1 i=1

DiMa Il - Vorlesung 10 - 06.06.2011

Suffix, Satze von Kraft und McMillan, Huffman-Kodierung, Information

..., ln}, nj == Anzahl {; mit 4 =i.

144258



Beweis: >_, 27" < 1 = Préfix
Induktion Gber ¢:
@ IA/=1:Aus Y n2 folgtng <2.

Konnen Préfixcode C C {0, 1} fur max. 2 Codeworte konstruieren.
IS¢ —1— ¢ Esqgiltn, <2¢—ny20-1 —ny2t-2 — . ny_q2.
IV: Prafixcode C’ mit n; Worten der Langei,i =1,...,/— 1.

Anzahl der Worte der Lange ¢: 2°

Wir zahlen die durch C’ ausgeschlossenen Worte der Lange /.
Sei ¢; € C’ mit Lange 4. Dann enthalten alle ¢;s € {0,1}* mit
beliebigem s € {0,1}*~% den Préfix c;.

Durch Préafixe der Lange 1 ausgeschlossene Worte: n, - 201,
Durch Prafixe der Lange 2 ausgeschlossene Worte: n, - 2¢-2,

@ Durch Préafixe der Lange ¢ — 1 ausgeschlossene Worte: ny_q - 2.
@ D.h. wir kodieren die n, Worte mit den verbleibenden

2f — (1271 + ... +n,_12) > n, Worten der Lange /.
@ Der resultierende Code ist ein Préafixcode.
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Eindeutig entschlusselbar =- 2?:1 26 <1

Sei C eindeutig entschliisselbar mit C(a;) = ¢;, £ = max;{/; }.

Wahlen r € N beliebig. Betrachten
r .
(Zj”:l 2—4) = {il n2~"' furn; € N.

Interpretation der n;: Anzahl Strings aus {0, 1}, die sich als Folge
von r Codeworten schreiben lasst.

C eindeutig entschliisselbar: Jeder String aus {0,1}' lasst sich als
hochstens eine Folge von Codeworten schreiben, d.h. n; < 2'.

Damitgilt S m2  <re = Y 270 < (r)f
Firr — oo folgt 3, 274 < 1.
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Huffman Kodierung

Szenario: Quelle Q mit Symbole {aj,...,an}
@ g; sortiert nach absteigenden Quellws. p; > p2 > -+ > pn.

Algorithmus Huffman-Kodierung

Eingabe: Symbole a; mit absteigend sortierten p;, i = 1,...,n.
© IF (n=2), Ausgabe C(a;) =0, C(ay) = 1.
@ ELSE
© Bestimme k € Zn_1 Mit px > Pn—1 + Pn > Prr1-
9 (p17 -+« Pk, pk+l7 Pk+2,.- -, pn—l) —
(p17 M) pkv pn—l + pn7 pk+17 M) pn—2)
© (C(a1),...,C(a-1),C(as1),--,C(an—2), C(ax)0,C(a)1) +
Huffmann-Kodierung(as,...,an_1,P1,.--,Pn_1)
Ausgabe: kompakter Prafixcode fur Q

v

Laufzeit: O(n?) (O(nlogn) mit Hilfe von Heap-Datenstruktur)
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Beispiel Huffman-Kodierung

Beispiel: p1 =0.4,p2=p3=0.2,ps =p5s=0.1

a |pp C@)|p C(a)|p Ca)|p C(a)
a; | 0.4 00 0.4 00 04 1 06 O
a, | 0.2 01 0.2 01 0.4 00 04 1
az | 0.2 11 0.2 10 0.2 01
as | 0.1 100 0.2 11
as | 0.1 101

@ Fett gedruckt: Stelle k Man beachte: k ist nicht eindeutig, d.h. C
ist nicht eindeutig.
@E(C)=(04+02+02)%x2+2%x0.1x3=22

@ Huffman-Tabelle: Spalten 1 und 3. Mittels Huffman-Tabelle kann
jeder String m € A* in Zeit O(|C(m)|) kodiert werden.
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Wahl eines anderen k

\1
0 1
QOO ®

E(C)=04%1+02%(2+3)+0.1%x2x4=22
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Eigenschaften kompakter Codes

Sei ¢ = |C(ai)|.

Lemma Eigenschaften kompakter Codes

Sei C ein kompakter Code, oBdA ist C ein Préfixcode.

O Falls p; > pj, dannist 4 < ¢

@ Es gibt mindestens zwei Codeworte in C mit maximaler Lange.

© Unter den Worten mit maximaler Lange existieren zwei Worte, die
sich nur in der letzten Stelle unterscheiden.

v
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Beweis der Eigenschaften

Beweis:
© Sei ¢ > (. Dann gilt

pili + Pty = pi(li — 4+ 4) +pj( — b + 4)
= pifj +pili + (G — 4)(Pi — pj) > Pitj + pjti

D.h. vertauschen der Kodierungen von a; und a; verkurzt den
Code.

@ Seic =c;...cy € C das einzige Codewort mit maximaler Lange.
Streichen von ¢, fuhrt zu einem Prafixcode mit klirzerer erwarteter
Codewortlange.

© Annahme: Alle Paare von Codeworten maximaler Lange
unterscheiden sich nicht nur in der letzten Komponente.
» Entferne die letzte Komponente eines beliebigen Codewortes
maximaler Lange.
» Wir erhalten einen Prafixcode mit kiirzerer Lange.
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Optimalitat der Huffman-Kodierung
Satz J

Die Huffman-Kodierung liefert einen kompakten Code.

Beweis per Induktion tber n.
@ |A: n = 2: Fir {az,a,} ist die Codierung {0, 1} kompakt.
® IS: n — 1 — n: Sei C’ ein kompakter Code fiur {az,...,an}.
» Lemma,2+3: C’ enthalt zwei Codeworte maximaler Lange, die sich
nur in der letzten Stelle unterscheiden.
» Seien dies die Codeworte cO,c1 fiir ein ¢ € {0,1}*.
» Lemma,l: Die beiden Symbole a,_1, a, mit kleinster Quellws
besitzen maximale Codewortlange.
» Vertausche die Kodierungen dieser Symbole mit cO, c1.
» an_1 oder a, tauchen mit Ws p,_1 + p, auf. Ersetze a,_; und a,

durch &’
» |V: Huffman-Kodierung liefert kompakten Prafixcode C fir
ai,...,an_z,a mit Quellws p1,...,Pn_2,Pn_1 + Pn

» D.h.C(a1),...,C(an—2),C(a’)0 = c0,C(a’)1 = cl ist Préfixcode
mit erwarteter Codewortlange E(C’).
» Damit liefert die Huffman-Kodierung einen kompakten Prafixcode,
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Informationsgehalt einer Nachricht

Betrachten folgendes Spiel

@ Gegeben: Quelle Q mit unbekannten Symbolen {a;,a,} und
p. =0.9,p, =0.1.

@ Zwei Spieler erhalten rundenweise je ein Symbol.

@ Gewinner ist, wer zuerst beide Symbole erhalt.

Szenario:
@ Spieler 1 erhalt in der ersten Runde a; und Spieler 2 erhélt a,.
@ Frage: Wer gewinnt mit hoherer Ws? Offenbar Spieler 2.

Intuitiv: Je kleiner die Quellws, desto hoher der Informationsgehailt.
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Eigenschatft von Information

Forderungen fiir eine Informationsfunktion
© I(p) > 0: Der Informationsgehalt soll positiv sein.

Q I(p) ist stetig in p: Kleine Anderungen in der Ws p sollen nur
kleine Anderungen von I(p) bewirken.
Q 1(pi) +1(py) = (pipy):
» X = Ereignis, dass & und a; nacheinander Uibertragen werden.
» Informationsgehalt von X: I(p;) + I(p;), Ws(X) = pip;

Satz zur Struktur von I(p)

Jede Funktion I(p) fur 0 < p < 1, die obige drei Bedingungen erfullt, ist
von der Form

1
I(p) = Clnga

fur eine positive Konstante C.
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Beweis: Form von |(p)

@ Forderung 3 liefert 1(p?) = I1(p) + I(p) = 2I(p).

@ Induktiv folgt: I1(p") = nl(p) furallen e Nund alle 0 < p < 1.

@ Substitution p — p% liefert: I(p) = nI(p%) bzw. I(p%) = Li(p)

@ Damit gilt fir alle g € Q: 1(p?) = ql(p).

@ Fir jedesr € R gibt es eine Sequenz g; mit limy o gn = r. Aus
der Stetigkeit von I(p) folgt

ry i an) — |i an) — | —
I(p") =1( lim p™) = lim 1(p™) = lim qgnl(p) = rl(p)
@ Fixiere 0 < g < 1. Furjedes 0 < p < 1gilt

log, ;
log, g

I(p) = 1(q"%P) =1(q)log, p = —I(q)logq(%) = —I(q)

= Clogzé mitC = —1(q) -

—— >0
log,(q)
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