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Zwei Beispiele

a— 0 a— 0

b — 01 b — 10
C:iyc ooy Ud C 9 0 4y

d — 0111 d — 1110

Beide Codes eindeutig entschlisselbar.
Der erste ist nicht sofort entschliisselbar.
Der zweite ist ein Prafixcode, d.h. sofort entschlisselbar.

Aber, sie sind die Spiegelung von einenander. Vielleicht sollen wir
nicht nur analysieren, wie Codeworte anfangen (Préfixe), aber auch
wie sie enden (= Suffixe), um die eindeutige Entschllsselbarkeit zu
charakterisieren.
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Wann sind Codes eindeutig entschliisselbar?

Definition Suffix
Sei C ein Code. Eine Folge s € {0, 1}* hei3t Suffix in C falls eine der
drei folgenden Bedingungen erfllt ist:

Q 3ci,¢ie C: ¢ = cjs oder

© Jc € Cund einen Suffix s’ in C: s’ = ¢s oder

© Jc € Cund einen Suffix s’ in C: ¢ = §'s.

Bedeutung der Bedingungen
@ Bedingung 1: Codewort ¢; lasst sich zu Codewort c; erweitern.
@ Bedingung 2: Codewort c lasst sich zu Suffix s’ erweitern.
@ Bedingung 3: Suffix s’ lasst sich zu Codewort ¢ erweitern.
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Effiziente Berechnung von Suffixen

Algorithmus Berechnung Suffix
EINGABE: C = {c1,...,cn}
©Q Setze S:=0,T :=0.
Q Firalle cj,c; € Cx C: Falls es ein s € {0, 1}* gibt mit ¢; = ¢;s,
flge sin Sund T ein.

© Solange T # ()

© Entferne ein beliebiges s’ aus T.
@ Firalle ce C: Fallses ein s € {0,1}*\ S gibt mit

s =c's oder
c=2¢8s,
dann fige s zu Sund T hinzu.

AUSGABE: Menge S der Suffixe von C
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Laufzeit Suffixberechnung

Laufzeit:
@ Schritt 2: ©O(n?) Codewortpaare
@ Suffixlange ist durch max;{|c;j|} beschrankt.
@ Es kann héchstens n - max;{|c;|} Suffixe geben.
@ Schritt 3: O(n? - max;{|ci|})
@ Polynomiell in der Eingabelange: n, max;{|c;|}
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Beispiele Suffixberechnung

@ Code C, ={0,1,00}

» Suffix sy = 0, denn ¢3 = ¢40.
@ Code C3 = {0,01,011}

» Suffix sy = 1,denn ¢ = ¢41.

» Suffix s, = 11, denn ¢3 = ¢y 11.
@ Code C4 ={0,10,11}

» Keine Suffixe, da Prafixcode.
@ Code Cs = {1,110,101}
Suffix sy = 10, denn ¢ = ¢110.
Suffix s, = 01, denn ¢3 = ¢;01.
Suffix s3 = 0, denn sy = ¢40.
Suffix s4 = 1, denn ¢3 = s¢1.

vV v vy
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Kriterium fUr eindeutig entschlisselbar

Satz Eindeutig entschlisselbar

C ist ein eindeutig entschlisselbarer Code < Kein Suffix ist Codewort
in C.

z.z.: C nicht eindeutig entschlisselbar = Suffix ist Codewort

@ Zwei gleiche Folgen ¢;...c,und d; ... dy von verschiedenen
Codeworten

@ Fall 1: Codewort ¢; lasst sich zu d; erweitern

@ Fall 2: Codewort ¢; lasst sich zu Suffix s; erweitern

C
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Suffix ist Codewort

@ Fall 3: Suffix sk lasst sich zu Codewort d; erweitern

@ Nach jedem Schritt beginnt der konstruierte Suffix mit einem
Codewortprafix.

@ Der zuletzt konstruierte Suffix ist identisch mit dem letzten
Codewort von beiden Sequenzen.
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Ruckrichtung

z.z.: Suffix s ist ein Codewort = C ist nicht eindeutig entschllsselbar

@ Suffix s ist aus Anwendungen der drei Regeln entstanden.
@ Berechne die Kette zuriick, aus der s entstanden ist.

» Setze String ¢* + s. lteriere:

» 1. Fall ¢; = ¢js: ¢* < ¢jc*, terminiere.

» 2.Falls’ =cs:c* «+ cc*, s+ &

» 3.Fallc=¢'s:c* + s'c*, s« ¢§.
@ Kette muss mit 1. Fall ¢; = ¢;s’ terminieren.

@ Zwei verschiedene Entschlisselungen:
Eine beginnt mit ¢;, die andere mit ¢;.

@ Beide sind glltig, da der letzte Suffix ein Codewort ist.

Beispiel: Fir C = 1,110, 101 erhalten wir fir den Suffix 1 den String
c¢* = 1101 mit gultigen Decodierungen 1101 und 110|1.
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Satze von Kraft und McMillan
Satz von Kraft (1949)

Ein Prafixcode C fur das Alphabet A = {ay, ..., an} mit
Codierungsléngen |C(a;)| = ¢; existiert gdw

n

’
2@31‘

j=1

Diese Ungleichung hei3t Krafts Ungleichung.

Satz von McMillan (1956)

Falls der Code C fiur das Alphabet A = {a;y, ..., a} mit
Codierungslangen |C(a;)| = ¢; eindeutig entschllisselbar ist, dann

n

:
ZE§1'

=1
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Prafixcodes gentgen

Korollar

Ein Préafixcode C existiert gdw es einen eindeutig entschlisselbaren
Code C mit denselben Codierungslangen gibt.

@ Wir zeigen den Ringschluss fir:
>.127% <1 = Préfix = Eindeutig entschliisselbar

(Prafix = Eindeutig entschlisselbar: letzte Vorlesung)
@ Gegeben sind Codierungslangen ¢;.
@ Gesucht ist ein Prafixcode mit ¢; = |C(a;)|.
@ Definiere £ := max{/y,...,4n}, nj := Anzahl {; mit {; = i.

n L
d2hi=) n27<1.
j=1 j=1
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Beweis: 21'721 2-t < 1 = Préfix
Induktion tber /:
@ IV¢=1:ny <2= Préfixcode C C {0, 1}, max 2 Codeworte, konstruierbar.
@ IA Falls /=] n;/2' < 1 dann 3 Prafixcode mit diesen Codewortlangen.
@IS/ —1—:Sei Yt n/2i <1,dh.n <20 -2t —pp2t-2 . py g2,
2t — p2t=1 — n2t=2 — . n,_42 ist der max. Wert von ny.
@ Aus IA 3 Préfixcode C’ mit n; Worten der Lange i, i=1,...,¢—1.
@ Anzahl der Worte der Lange ¢: 2°
@ Wir zahlen die durch C’ ausgeschlossenen Worte der Lange /.
Sei ¢; € C' mit Lange ¢;. Dann enthalten alle ¢;s € {0, 1}* mit beliebigem
s € {0,1}¢-4 den Préfix c;.

» Durch Prafixe der Lange 1 ausgeschlossene Worte: nq - 2-1 — Menge M;;
» Durch Prafixe der Lange 2 ausgeschlossene Worte: n, - 2-2 — Menge Ms;

» Durch Préfixe der Lange ¢ — 1 ausgeschlossene Worte: n,_4 - 2 — Menge M,_.

N.B. Die Mengen M; sind paarweise disjunkt.

= wir kénnen bis 2¢ — (012" 4- ... 4 n,_412) Symbole mit den verbleibenden Worten
der Lange ¢ codieren, und die Préfixcode-Eigenschaft erhalten.

@ Das dies der max. Wert von ny ist, dies ist immer méglich.
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Eindeutig entschllisselbar = >°" ;274 < 1

@ Sei C eindeutig entschlisselbar mit C(a;) = ¢;, £ = max;{{;}.
@ Wabhlen r € N beliebig. Betrachten

n r ré
(Z 24) => m27'
j=1 i=1

@ Analog zum Beweis zuvor: m; = Anzahl Strings aus {0, 1}/, die
sich als Folge von r Codeworten schreiben lasst.

@ C eindeutig entschliisselbar: Jeder String aus {0, 1}’ lasst sich als
héchstens eine Folge von Codeworten schreiben, d.h. m; < 2'.

o Damitgilt Y/ m2~ <rt = " 274 <(rt)r
@ Firr — oo folgt 37 1274 < 1.
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Effiziente (bandbreitensparende) Codierung

Szenario: Codierung mit variabler Codewortléange.

Intuition: Je wahrscheinlicher ein Symbol ist, desto kiirzer soll seine
Codierung sein.

Huffman Codierung macht genau das.

Erst beschreiben wir sie, dann beweisen dass der resultierende Code
kompakt ist.
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Beispiel

Sei folgende Quelle gegeben mit Quellenwahrscheinlichkeiten

Symbol | Wahrscheinlichkeit
a|0.35
b|0.10
c|0.19
d|0.25
e

f

0.07
0.04
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Beispiel

0.35 @ 0.25 @ 0.19 @ 0.10 @ 0.07 @ 0.04 @

Schritt 1: Bilde sechs Knoten, etikettiert je mit einem Symbol. Die Knoten sind nach
absteigender Ws des entsprechenden Symbols geordnet.
Diese sind die ,Level 1 Knoten.
Neben jedem Knoten schreiben wir die Ws.
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Beispiel

0.35 @ 0.25 @ 0.19 @ 0.10 @ 0.11
0.07 e 0.04 “

Schritt 2: Verbinde die zwei Knoten nach rechts (Symbole mit niedrigsten Ws) einem
neuen Knoten dessen Ws ist die Summe der Ws der Zwei alten Knoten.
Die alten Knoten werden Kinder des neuen Knotens.
Der neue Knoten wird sich in die ,Level 1“ Knoten einreihen.
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Beispiel

0.35 @ 0.25 @ 0.19 @ 0.11 0.10 @
0.07 e 0.04 c

Schritt 3: Ordne die ,Level 1* Knoten nach absteigender Wahrscheinlichkeit
wieder.
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Beispiel

Verbinde die zwei Knoten nach rechts (also die mit den niedrigsten
Wahrscheinlichkeiten) wie in Schritt 2.
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Beispiel

Und ordne wieder, wie in Schritt 3.
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Beispiel

Verbinde.
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Beispiel

Ordne.
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Beispiel

Verbinde.
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Beispiel

Ordne.
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Beispiel

0.35

Verbinde. Nun haben wir einen Baum.
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Beispiel

Etikettiere die Kanten. Kanten nach links mit 0, die nach rechts mit 1.
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Beispiel

- DO Q0O T o
111111

Lese den Code ab! Das ist ein Prafixcode, denn die Labels mit den

Quellensymbolen befinden sich nur an Blattern.
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Beobachtung

Symbol | Wahrscheinlichkeit
a|0.35 a — 00
b|0.10 b — 101
c|0.19 = c — 11
d|0.25 d — 01
e | 0.07 e — 1000
f|0.04 f — 1001

Man sieht, dass die Symbole, die am haufigsten vorkommen, nicht
langere Codierung besitzen als Symbole, die seltener vorkommen.

Mit anderen Worten: Falls p; > pj, dannist ¢; < ;.
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Huffman Codierung

Szenario: Quelle Q mit Symbole {ay, ..., an}
@ g, sortiert nach absteigenden Quellws. py > po > --- > pp.

Algorithmus Huffman-Codierung

Eingabe: Symbole a; mit absteigend sortierten p;, i =1,...,n.
@ IF (n=2), Ausgabe C(a;) =0, C(az) = 1.
© ELSE
Q@ Bestimme k € Z,_1 mit px > pn_1 + Pn > Pxs1-
Q (p17"'apkapk+17pk+27"'7pnf1) —
(p1a"'7pkapnf1 +pn7pk+1a---7pn72)

@ (C(ai),.--,C(ak-1),C(aks1),---,Clan—2), C(ax)0, C(ax)1) <
Huffmann-Codierung(ai,...,an_1,P1,---,Pn_1)

Ausgabe: kompakter Prafixcode fir Q

Laufzeit: O(n?) (O(nlog n) mit Hilfe von Heap-Datenstruktur)
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Eigenschaften kompakter Codes

Sei ¢; .= |C(a))|.

Lemma Eigenschaften kompakter Codes
Sei C ein kompakter Code, 0BdA ist C ein Préafixcode.
Q Falls p; > p;, danniist ¢; < ¢;
© Es gibt mindestens zwei Codeworte in C mit maximaler Lénge.

© Unter den Worten mit maximaler Lange existieren zwei Worte, die
sich nur in der letzten Stelle unterscheiden.
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Beweis der Eigenschaften

Beweis:
Q Sei ¢; > ¢;. Dann gilt

pili + p,-Ej = p,-(E,- — f/ + €j) + ,Oj(fj — 0+ f,‘)
= pitj+ pjili + (6 = 4)(pi — pj) > pitj + piti

D.h. vertauschen der Codierungen von a; und a; verkirzt den
Code.

@ Seic=cy...cy € Cdas einzige Codewort mit maximaler Lénge.
Streichen von ¢, flihrt zu einem Préfixcode mit kiirzerer erwarteter
Codewortlange.

© Annahme: Alle Paar von Codeworten maximaler Lange
unterscheiden sich nicht nur in der letzten Komponente.
» Entferne die letzte Komponente eines beliebigen Codewortes
maximaler Lange.
» Wir erhalten einen Préfixcode mit klirzerer Lange.
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Optimalitat der Huffman-Codierung
Satz

Die Huffman-Codierung liefert einen kompakten Code.

Beweis per Induktion tiber n.
@ IA: n=2: Fir {ay, a>} ist die Codierung {0, 1} kompakt.
@ IS: n—1 — n: Sei C' kompakt fir {ay, ..., an}.

» Lemma,2: C’ enthalt zwei Codeworte maximaler Lange.

» Lemma,3: Unter den Codeworten maximaler Lange gibt es zwei
Codeworte c0,c1 € C’' mit ¢ € {0, 1}*, die sich nur in der letzten
Stelle unterscheiden.

» Lemma,1: Die beiden Symbole a,_1, a, mit kleinster Quellws
besitzen maximale Codewortlange. Vertausche die Codierungen
dieser Symbole mit 0, c1.

» a,_q oder a, tauchen mit Ws p,_1 + p, auf.

» IA: Huffman-Codierung liefert kompakten Préafixcode C fir
ai,...,an_2,@ mit Quellws py, ..., Pn_2,Pn_1 + Pn

» C(a),...,C(ar_2), C(a")0 = c0, C(a')1 = c1 ist Prafixcode mit
erwarteter Codewortlange E(C’), d.h. die Huffman-Codierung
liefert einen kompakten Préfixcode.
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