Affine Varietat

Definition Affine Varietat
Seien fi,...,fm € F[xq, ..., Xp] fir einen Kérper F. Wir bezeichnen

V(fi,....fm) ={(a1,...,an) € F" | f(ay,...,an) =0firi=1,...,m}

als die durch fy, .. ., f, definierte affine Varietét.

Anmerkungen:
e V(fy,...,fn) ist die gemeinsame Nullstellenmenge von fi, ..., fp.
@ Fir Beispiele verwenden wir oft den Kérper F = R, fir die
Kryptographie F = Fp.

Beispiele:
@ V(x2 + y? — 1) ist in R? der Einheitskreis mit Mittelpunkt 0.
@ V(x? + y? — Z2) liefert im R® einen Doppelkegel.
@ V(y — x2,z — x3) liefert als Schnitt zweier Flachen eine Kurve.
@ V(xz,yz) ist die Vereinigung der (x, y)-Ebene mit der z-Achse.
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Spezialfall Lineare Varietat

Definition Lineare Varietat

Sei A€ F™"und b € F™. Dann definieren die L6sungen
V = {x € F" | Ax = b} eine lineare Varietét.

Anmerkungen:

@ Seirang(A) = r. Dann besitzt V Dimension n — r. D.h. dim(V) wird
von der Anzahl linear unabhangiger Gleichungen bestimmt.

Mehr Ziele:
© Losbarkeit:
GiltV(fy,...,fm) #0,d.h.ist fy = ... = f, = 0 lI6sbar?
@ Endlichkeit:
Ist V(fy,. .., fn) endlich? Kénnen wir alle L6sungen bestimmen?
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Abgeschlossenheit unter Vereinigung und Schnitt
Satz Abgeschlossenheit unter Vereinigung und Schnitt

Seien V, W affine Varietaten. Dann sind auch VN W und V U W affine
Varietaten.

Beweis:
@ Seien V=V(fi,...,fp)und W =W(gy,...,9/). Seixe Vn W.
@ Dann verschwindet x sowohl auf i, ..., fy als auch auf g4, ..., gs.
@ Damit verschwindet x auf fy, ..., fn, 91,...,9¢, d.h.

VN W:V(f1,...,fm,g1,...,gg).

Wir zeigen weiterhin: VU W =V(fig; | i=1,....m,j=1,....0).

°
@ VUW CV(figj):Seixe VU W,oBdaxe V.

@ Dann verschwindet x auf allen f; und damit auf allen f;g;.

@ V(fig;)) € VU W: Seix € V(fig).

@ Fallsx € V, gilt x € VU W. Sonst folgt f:(x) # 0 fur ein i’ € [m].
Andererseits verschwindet x auf allen f; g;.

@ Damit verschwindet x auf allen g;. D.h. es gilt x ¢ W/.
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Ideal

Definition Ideal

Eine Menge | C F[xq,. .., xp] heiB3t Ideal falls Folgendes gilt.
Q@0cl
Q Fallsf,ge l,dannistf+ g el
©Q Firfelund heF[xq,...,x,] gilt hf € /.

Definition Polynomideal
Seien fi, ..., fm € F[Xq, ..., Xy]. Dann bezeichnen wir mit

(fry.. fmy = {3 hifi | hi € F[xq,..., X0}

das von fi,. .., fm generierte Ideal.

Anmerkung: /| = (fy, ..., fy) ist ein Ideal.
@ Seil=(f,...,fm).0c /wegen0=>,0-f.
@ Seienf=>;pifi, g=>_qifi € lund h € F[xq,..., Xs]. Dann gilt
f+9=>pi+q)fic! und hf =3 ;(hpj)f; € I
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Varietaten und Ideale

Definition Basis eines Ideals

Ein Ideal I hei3t endlich erzeugt mit Basis fy, . .., fm € F[xy, ..., Xal,
falls I = (fi,..., fm).

Satz Varietaten hdngen nur vom Ideal ab
Seien fi,...,fpund g1, ..., g, Basen eines Ideals /. Dann gilt

V(f1,...,fm):V(g1,...,gg).

Beweis:

@ Zeigen V(fi,...,fm) € V(g1,...,9¢). Umkehrung folgt analog.

@ Seixe V(fy,...,fp). D.h. fi(x) =0flrallei=1,...,m.

@ Da die f; eine Basis von / bilden, kénnen wir jedes g; schreiben als

gj:Z§11 h,f,furj: 1,..., 4

@ Damit gilt gj(x) = >, hi(X) - fi(x) = 0. D.h. x € V(g1,...,9¢).
Bsp: Es gilt (2x% +3y2 — 11, x2 — y2 — 3) = (x> — 4, y?2 — 1) (Ubung),
d.h. V(2x%2 +3y? —11,x2 — y2 - 3) = V(x® — 4,y% 1) = {(£2,+1)}.
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Das Ideal einer Varietat
Frage: Welche Polynome verschwinden auf V(fi, ..., fn)?

Definition Ideal einer Varietat
Sei V eine affine Varietat. Dann ist das Ideal von V definiert als

(V) = {f € F[xi,..., %] | f(x) =0 firalle x € V}.

Satz I(V) st ein Ideal
Sei V eine affine Varietat. Dann ist I( V) ein Ideal.

Beweis:
@ 0 €1(V), da das Nullpolynom auf allen Punkten verschwindet.
@ Seien f,gel(V)und h € F[xq,...,xp]. Fir x € V folgt

f(x) + g(x) = O und h(x) - f(x) = 0.
~ =~ ~~

=0 =0 =0
@ Damit gilt f + g € I(V) und hf € I(V).
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Beispiel: Ideal einer Varietat

Bsp Ideal einer Varietat
1({(0,0)}) = (x,y) € Fx, y].

Beweis:
@ (x,y) C1({(0,0)}): Sei f € (x,y). Dann gilt
f(x,y) =h(x,y) - x+ ho(x,y)y.
@ Damitist f(0,0) = 0 und es folgt f € 1({(0,0)}).
@ 1({(0,0)}) C (x,y): Sei f € 1({(0,0)}). Dann gilt
f(x,y) = >;; agx'y! mit £(0,0) = 0.
@ Es folgt agp = 0 und damit

f(x,y) = (Zi,j,i>o aini_1yj> "X+ (Zj>o ao/'yj_1> -y (X, y).
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Polynome — Varietat — Ideal
Frage: Gilt (f,...,fm) =1(V(f1,...,fn))? Antwort: Leider nicht.

Satz
Esqilt (f1,...,fm) CI(V(fi,...,fn)), aberi. Allg. keine Gleichheit. J

Beweis:
@ Seife(fi,...,fm), d.h. f =1 hf; fir Polynome h;.
@ Die Polynome fy, ..., f, verschwinden auf allen x € V(fi,. .., ).
@ Damit gilt f(x) =0 farx e V(fy,...,fm), d.h. F e l(V(fy,...,m)).

@ Gegenbeispiel fir Gleichheit: I(V(x?, y2)) Z (x?, y2).
@ Die Gleichungen x? = y? = 0 implizieren V(x2, y?) = {(0,0)}.
@ Aus dem Beispiel zuvor folgt I(V(x2, y2)) = 1({(0,0)}) = (x, y).

@ Es gilt aber (x,y) Z (x?,y?), da z.B. x nicht in der Form
hy - x2 + hy - y? dargestellt werden kann.
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Beziehung zwischen Varietaten und ihren Idealen
Satz
Seien V, W C F" affine Varietaten. Dann gilt

Q@ VC Wgdw (W) CI(V).

Q V=Wgdwl(V)=I(W).

Beweis:
@ =:Sei VC Wundfel(W).
@ Dann verschwindet f auf allen x € W und damit auf allen x € V.

@ Damit folgt f € I(V).

@ «<:Sei (W) CI(V).

@ Sei die affine Varietat W definiert durch die Polynome fi, ..., fy.

@ Danngilt fy,...,fn € (W) CI(V).

@ D.h. f,..., fn verschwinden insbesondere auf den Punkten aus V.
°

Da W aus allen gemeinsamen Nst. der f; besteht, folgt V C W.
@ 2folgtaus 1: V= Wgiltgdw VC Wund W C Vgdw V = W.

Kryptanalyse Il - V07 - 11.01.2011 Affine Varietat, Ideal, Ideal einer Varietat 58/109




Interessante Probleme

Ziel: Lose die folgenden Probleme algorithmisch.

@ Basisdarstellung:
Stelle jedes Ideal / mittels einer endlichen Basis (fi, ..., fy) dar.

© Idealzugehorigkeit:
Entscheide, ob fim Ideal (fi,..., fy) liegt.

© Losbarkeit von polynomiellen Gleichungssystemen:
Bestimme alle gemeinsamen Lésungen von

i = 0
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Polynomdivision
Definition fiihrender Term

Sei f = apx™+ ... + ap € F[x]. Dann bezeichnen wir den fiihrenden
Termvon f mit LT(f) = amx™.

Anmerkung:

@ Fur f,g € F[x] gilt: grad(f) < grad(g) < LT(f) teilt LT(g).

Algorithmus Polynomdivision
EINGABE: f, g € F[x] mit grad(g) < grad(f)
@ Setzeg:=0undr:=f.
@ WHILE (r # 0 und LT(g) teilt LT(r))

Q@ Setzeq:=q+ LT(') und r — &0 . g.

LT(g)
AUSGABE: q, r mit grad(r) < grad(g) und f = qg + r

Invariante: f =qg+r = (q+ S{Q)) "g+r— g((;)) ‘g
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Jedes Ideal in F[x] wird von einem Polynom erzeugt.

Satz Jedes Ideal in F[x] ist ein Hauptideal.

Fur jedes Ideal /in F[x] gilt / = (f) fur ein f € F[x], wobei f eindeutig ist
bis auf Multiplikation mit Konstanten ungleich Null.

Beweis:
@ Sei /= {0}, dann gilt / = (0).
@ Andernfalls wéhle f € I\ {0} minimalen Grads.
@ Behauptung: I = (f). Es gilt (f) C /, da / ein Ideal ist.
@ / C (f) : Sei g € I beliebig. Wir berechnen q,r mitg = qf +r.
@ Da /ein ldealist, gilt gf € lund fernerr =g — qgf € I.
@ Wegen deg(r) < deg(f), folgt r = 0 aufgrund der Minimalitat von f.
@ Daher gilt g = gf € (f).
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Jedes Ideal in F[x] wird von einem Polynom erzeugt.

Beweis der Eindeutigkeit:
@ Angenommen (f) = (g).
@ Aus f € (g) folgt f = hg fur ein h € F[x].
@ Damit gilt grad(f) = grad(h) + grad(g), d.h. grad(g) < grad(f).
@ Vertauschen von f und g liefert analog grad(f) < grad(h).

@ Damit gilt grad(g) = grad(f) und f, g unterscheiden sich durch
Multiplikation mit einem konstanten Polynom h, grad(h) = 0.

Definition Hauptideal
Ein Ideal, das von einem Polynom erzeugt wird, hei3t Hauptideal. J

Problem:
Wie finden wir z.B. im Hauptideal (x* — 1,x% — 1) einen Generator?
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Der ggT ist ein Generator

Satz ggT ist Generator
Seien f, g € F[x]. Dann gilt (f, g) = (ggT(f, g)). J

Beweis:
@ Jedes Ideal / in F[x] ist ein Hauptideal.
@ D.h. /= (f,g) = (h) fir ein h € F[x].
@ Der Generator h ist ein gemeinsamer Teiler von f, g, da f, g € (h).

@ Um zu zeigen, dass h = ggT(f, g), missen wir zeigen, dass jeder
gemeinsame Teiler von f, g auch h teilt und h somit der ggT ist.

@ Sei p ein beliebiger gemeinsamer Teiler von f, g.

@ D.h. f=apund g = bpfir a, b € F[x].

@ Wegen h € (f, g) existieren ¢, d € F[x] mit h = c¢f + dg. Es folgt
h = cap + dbp = (ca+ dp)p.

@ Damit teilt p das Polynom h, und es muss h = ggT(f, g) gelten.
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Beispiele flr Basisdarstellung und Idealzugehdrigkeit
Bsp Basisdarstellung:
@ Wir berechnen einen Generator von / = (x* —1,x% —1).
@ Der Euklidische Algorithmus fur Polynome liefert
geT(x* —1,x8 —1) =x2 - 1.
@ Damit gilt / = (x? — 1).

Bsp Idealzugehdérigkeit:
@Seil=(x3-3x+2,x*—1,x8—1).Istx®>+2x+1€/?
@ Esgilt ggT(x® —3x+2,x* —1,x8 —1) =x —1.D.h. I = (x — 1).
@ Division mit Rest liefert x2 +2x +1 = (x + 3)(x — 1) + 4.
@ D.h. x2 +2x + 1 ist nicht in /, da es nicht von x — 1 geteilt wird.

Bsp Ldsbarkeit:
{1} ist die L6sungsmenge des polynomiellen Gleichungssystems

x3-38x = -2
x* = 1
x5 = 1
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Monomordnung
Ziel: geeignete Monomordnung in F[xy, ..., Xs]

@ Monomordnung soll vertraglich mit der Polynommultiplikation sein.
@ Wir identifizieren Monome x® := x{*' ... x5 mit ihrem
Exponentenvektor o = (a1, ..., an) € Ng.

Definition Monomordnung
Eine Monomordnung auf F[xy, . .., X5] ist eine Relation > auf Nj mit:
© > ist eine totale Ordnung auf Ng.
@ Seien a, 8 € Nj mit a > . Dann gilt fir alle v € Nj
a+ v > B+~ (Vertraglichkeit mit Monommultiplikation).

© > ist eine Wohlordnung auf Ni. D.h. jede nicht-leere Teilmenge
von N enthélt ein kleinstes Element.

Bsp:

@ Die Ordnung ... > 2 > 1 > 0 erflllt obige Bedingungen auf Nj.
@ Damit ist die Gradordnung eine Monomordnung auf F[x].
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Wohlordnung

Anmerkung:
Wohlordnung wird uns Terminierung von Algorithmen liefern.

Lemma zur Wohlordnung

Eine Relation > ist eine Wohlordnung gdw jede strikt fallende Sequenz
aj > ap > ... in Nj terminiert.

Beweis:
@ keine Wohlordung = Sequenz terminiert nicht:
@ Sei S C Nj eine Menge ohne minimales Element.
@ Wahle oy € S. Da a4 nicht minimal in S ist, existiert oo < a4, usw.
@ Sequenz terminiert nicht = keine Wohlordung:
@ Seiay > ap > ... eine Sequenz. Definiere S = {a; | i € N}.
@ S besitzt kein minimales Element, d.h. > ist keine Wohlordnung.
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Lexikographische Ordnung
Definition Lexikographische Ordnung > e«

Seien «a, 3 € Nj. Definiere o > e 3, falls in o — 3 der von links erste
Nicht-Null Eintrag positiv ist. Wir schreiben x >, x5 fiir o >jex f5.
Bsp:
° (27 33 4) > lex (1 ’ 57 6) und (23 37 4) > lex (27 1 ) 5)
@ (1,0,...,0) >jex (0,1,0...,0) >jex - .- >jex (0,...,0,1), so dass
X1 >lex -+ - >lex Xn-
@ Wir verwenden ebenfalls X >jox ¥ >/ex 2. Damit gilt z.B. x > y32°.

@ FUr die alphabetische Ordnung a > b > ... > z, erhalten wir eine
Wodrterbuchsortierung mit z.B. Kryptanalyse > Kryptographie.

Satz
Die lexikographische Ordnung > ist eine Monomordnung. J

Beweis: Ubungsaufgabe.
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Andere wichtige Monomordnungen
Definition Grad-Lexikographische Ordnung > gex
Seien o, 3 e Njund |a| = ", o, |B] = >°; Bi- Definiere o > gyex [ falls

laf > |B| oder |a| = |8l und a > (.

o BSp: (1 , 2, 3) >gr/ex (2, 2, 1) Und (1 , 3, 2) >gr/ex (1 3 2, 3)
@ Wie bei der lexikographischen Ordnung gilt X1 > griex - - - >griex Xn-

Definition Gradreverse-Lexikographische Ordnung > greviex

Seien «, 3 € Njj. Wir definieren a > greviex 3 falls

lal > |B| oder |a| = |B| und der von rechts erste
Nicht-Null Eintrag in « — 3 ist negativ.

o BSp: (1 5 2, 4) >grev[ex (3, 2, 1) Und (1 5 2, 3) >grev[ex (0, 3, 3)
@ Man beachte, dass z.B. xy2z3 > e y32% und xy22% > greviex y32°.
@ Es gilt X1 >greviex - - - >greviex Xn-
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