Eindeutigkeit reduzierter Grébnerbasen

Satz Existenz und Eindeutigkeit reduzierter Grébnerbasen

Jedes Ideal | C F[x, ..., Xn] besitzt eine eindeutige reduzierte
Grobnerbasis.

Beweis:

@ Existenz: Hilbert Basissatz: | = (G) mit endlicher Basis G. Das G
aus dem Beweis zum Basissatz ist bereits eine Grébnerbasis.

@ Anwendung der Algorithmen MINIMIERE GROBNER und
REDUZIERE GROBNER flhrt zu einer reduzierten Basis G.

@ Eindeutigkeit: Seien G und G’ reduzierte Grébnerbasen von /.

@ Da G, G’ Grdbnerbasen sind, gilt (LT(G)) = (LT(G')) = (LT()).

@ LT(/)ist ein Monomideal. Zwei Monomideal sind gleich gdw sie
dieselben Monome enthalten. D.h es gilt LT(G) = LT(G').

@ Daher existiert fir jedes g € Gein g’ € G mit LT(g) = LT(9').
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Gleichheit von Idealen
Beweis: (Fortsetzung)
@ Es genligt zu zeigen, dass g = ¢'.
@ Wegen LT(g) = LT(g'), wird LT(g — ¢’) eliminiert.

@ Da G, G reduziert sind, wird keiner der Terme in g — g’ von einem

der LT(g;) geteilt. D.h.
——G
g-g9 =g-¢.
@ Dag, g el giltg—g el
@ Da G eine Grdbnerbasis ist, folgt damit
g-g° =0
@ Dies zeigt g = g’ und damit sind G und G’ identisch.
Algorithmus GLEICHHEIT IDEALE
EINGABE: I = <f1,. 50g fg>, I = <g1 yeue 7gm>-
@ Fixiere eine beliebige Monomordnung.
@ Berechne reduzierte Grobnerbasen Gy, Go flr Iy, b.
AUSGABE: I = L gdw G; = Go.

v
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Algorithmische Betrachtungen

Anmerkung: Effizienz

@ Ziel: Effizienzsteigerung des BUCHBERGER-Algorithmus durch
Vermeidung von unnétigen S-Polynom Berechnungen.

@ Verwendet Verallgemeinerung von S-Polynomen.
@ Implementierungen im F4- und F5-Algorithmus.

Laufzeit von BUCHBERGER:
@ Sei / ein Ideal mit Generatoren vom Multigrad «.
@ Sei der Grad definiertals d =), a.
@ Grobnerbasis von / kann Polynome vom Grad 22° enthalten.
@ D.h. BUCHBERGER besitzt doppelt exponentielle Laufzeit.
@ Probleme in der Praxis kénnen aber oft effizient geldst werden.
@ grevlex-Ordnung erzeugt meist Polynome minimalen Grads.
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BUCHBERGER versus GAUSS-ELIMINATION

Bsp: /= 3w —6x—-2y,2w —4x+4z,w—-2x -y —z) CR[w, X, y, Z]
@ Wir stellen [ in Matrixform dar.
3 -6 -2 O
2 -4 0 4
1 -2 -1 -1
@ Die normierte Stufenform davon ist

1 -2 -1 —1
o 0 1 3.
0 0 0 O

@ Liefert eine minimale Grébnerbasis G = {w —2x —y — z,y + 3z}.
@ Wir stellen sicher, dass fihrende Einsen in ihrer Spalte der
einzige Nicht-Null Eintrag sind.
1 -2 0 2
< 0O 01 3 )
o Liefert die reduzierte Grobnerbasis G' = {w — 2x + 2z, y + 3z}.
@ Die GauB-Elimination ist ein Spezialfall von BUCHBERGER.
@ @G erlaubt einfaches Lésen des Gleichungssystems.
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Lésen polynomieller Gleichungssysteme

Bsp:
@ Wir suchen alle Lésungen in C des Gleichungssystems
X2+ y? 422 = 1
X+z2 =y
X = z

@ Seil=(xX°+y?+22 -1, x°—y+2° x—2).

@ Wir wollen V(/) bestimmen.

@ BUCHBERGER liefert die reduzierte lex-Grébnerbasis
G={x—-zy-27222+122-1}.

@ Offenbar eliminiert die lex-Ordnung x in g» und x, y in gs.

@ Der Generator g3 hangt nur von z ab und liefert

z=23V/EV5-1.
@ Rucksubstitution von z in gy, g» flhrt zu Lésungen in x und y.
@ Damit erhalten wir alle Lésungen unseres Gleichungssystems.

Kryptanalyse Il - V13 - 01.02.2011 Eliminationstheorem, Erweiterungssatz, Hilberts schwacher Nullstellensatz 103/108



Eliminationsideal

Definition Eliminationsideal
Seil={(g1,...,9m) C F[xq,...,xy]. Das ¢-te Eliminationsideal I, ist

Iy = /QF[XK_H,...,X,,].

Anmerkung:
@ In I, sind die Variablen xq, ..., x; eliminiert.

@ D.h. zum sukzessiven Ldsen polynomieller Gleichungssysteme
mussen wir Basen fur I, fir £ = 1,..., n berechnen.
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Eliminationstheorem

Satz Eliminationstheorem
Sei G eine lex-Grobnerbasis fir | C F[xy, ..., x]. Dann ist

Gy =GNF[X41,...,xp] fGUr€=0,...,n

eine Grobnerbasis des ¢-ten Eliminationsideals ;.

Beweis:

@ (LT(Gy)) C (LT(lr)): Nach Konstruktion gilt G, C I,. Daraus folgt
(LT(Ge)) € (LT(y)).

@ (LT(ly)) C(LT(Gp)): Sei f € lp C FXpy1, ..., Xe)-

@ zu zeigen: LT(f) wird von einem der LT(g) mit g € G, geteilt.

@ Daf e I, wird LT(f) von einem der LT(g) mit g € G geteilt.

@ Damitist LT(g) € F[Xpt1,...,Xn). Daaber xy > ... > X1, folgt
g € FlXpt1,..., Xn).

@ D.h. insgesamt gilt g € GNF[xp11,...,Xn] = Gy.
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Erweitern partieller Losungen

Bsp: Sei /= (xy —1,xz—1) CC|[x,y, z].
@ Das Ideal / besitzt Grobnerbasis G= {xy —1,xz—1,y — z}.
@ Gi=GNCly,zl=y—zund Go = GNC|z] =0, d.h. b = {0}.
@ Damit ist jedes z € C eine partielle Losung.
@ Wegen y = zist jedes (y, z) = (¢, ¢) € C? eine partielle Lésung.
@ Da x =1 = ! lasst sich diese Losung zu (1, ¢, ¢) € C3 erweitern.

y z
@ Allerdings sind diese nur fir ¢ = 0 eine Ldsung.

@ D.h. alle Lésungen (y, z) = (c, ¢), ¢ # 0 sind erweiterbar.
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Erweiterungssatz
Satz Erweiterungssatz
Seil=(f1,....,fm) CC[xy,...,x5). FUri=1,...,msei

fi = hi(Xa, .., Xn)X]'— (Terme mit grad(x;) < N;) fur h; # 0, N; € No.
Sei (ap,...,an) € V(). Es existiert a; € C mit (a4, ..., an) € V(/) falls

(81,...,8,-,)¢V(h1,...,hm).

(ohne Beweis)
Beispiel: | = (xy —1,xz — 1) C C[x, y, Z]
@ I, = {0} ist das erste Eliminationsideal von /; = (y — z) C C[y, z].
@ Esqilty—z=~h(z)-y —zmit h(z) = 1. D.h. h(z) # 0 fur alle z.
@ Damit lassen sich alle Lésungen z = c zu (y, z) = (c, ¢) erweitern.
@ Esgqiltfy = \}; X—1und fhb = Z X —1.
h(y,2) ha(y,2)
@ Fernerist V(hy(y, 2), h(y,z)) = {(0,0)}.
@ D.h. alle Lésungen auB3er (y, z) = (0, 0) sind erweiterbar.
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Hilberts schwacher Nullstellensatz

Satz Hilberts schwacher Nullstellensatz
Sei l € C[xq,...,xp] mit V(/) = 0. Dann gilt / = C[x4, ..., Xs]. J

(ohne Beweis)

Satz Lésbarkeit von Gleichungssystemen in C

Sei I =(f,...,fn) € C[xq,...,Xn], G reduzierte Grébnerbasis von /.
Falls G # {1}, dann besitzt das System f; = ... = f;, = 0 eine L6sung.

Beweis:
@ Esgilt C[xq,...,xn] = (1). {1} ist eine reduzierte Grébnerbasis.
@ D.h.falls G # {1}, dann gilt / # C[xy, ..., Xa].
@ Daraus folgt V(/) # ( mit schwachem Nullstellensatz.
@ Damit besitzt das Gleichungssystem mindestens eine Lésung.
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