/Zusammentassung

Konigsberger Brickenproblem

o Eulertour
besucht alle Kanten
Anfangs- und Endknoten sind gleich

o G eulersch < deg(v)=0 mod 2 fur allev € V
Planare Graphen

Flachenanzahl invariant: f = m-n+2

Dldnn besetzte Graphen: m < 3(n-2)

Q
Q
o Jeder nicht planare enthalt Unterteilung von K; oder K; 5
o Enthalten Knoten v mit deg(v) < 5.
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Farben von Graphen

Def: G ist k-farbbar < 4 c:V — [K] mit

c(u) #c(v) fur alle {u,v} € E.
Chromatische Zahl:

x(G) = min{k € N| G ist k-farbbar}.

Bsp:
Jeder Graph ist n-farbbar.
x(Kp)=n
C,,, ist 2-farbbar.
C,+q ISt 3-farbbar.
K”;L'”z ist 2-farbbar.
Baume sind 2-farbbar.

Anwendungen:
Verteilen von Frequenzen
o benachbarte Sender erhalten verschiedene Frequenzen
Farben von Landkarten
o benachbarte Lander erhalten verschiedene Farben

14.11.2007



Bipartite Graphen

Satz: G bipartit < G ist 2-farbbar.
< G enthalt keinen Kreis ungerader Lange.

Erste Aquivalenz nach Definition. Zweite Aquivalenz:
=

Ann.: G enthalt C=(v,,...,V,,1)-

o Seic eine 2-Farbung von G.

o c(vy)=c(vy)=...=Cc(V,,,,), aber {v,.,,,v,} € E (Widerspruch)
=
Starte Full-BFS in beliebigem Knoten s.

o Markiere Knoten mit Farbe (d[s] mod 2)+1.
o Da G nur Kreise gerader Lange besitzt:

Benachbarte Knoten erhalten unterschiedliche Farbe.
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5-Farbbarkeit

Satz (Heawood 1890): Jeder planare Graph ist 5-farbbar.

Induktion Uber n.
IV: n <5 korrekt.
|S: Betrachten ebenes Diagramm eines planaren Graphen G mit n+1 Knoten.
G enthalt v mit deg(v) < 5. G'=(V\{v}) ist nach IV 5-farbbar.
Seien v; Nachbarn von v.
Fall 1: {c(v,),...,c(vs}} # [5]: Farbe v mit Restfarbe.
Fall 2: Sei c(v)=i fur i=1,...,5
Sei V={v € V| c(v)=i}.
Fall 2.1: v, und v, in verschiedenen ZHK von G[V,U Vg].
o Tausche Farben 1 und 3 in der ZHK von G[V, U V], in der v, liegt.
Kein Nachbar von v hat Farbe 1. Setze c(v)=1.

Fall 2.2: Pfad von v, nach v; ausschliefdlich mit Farben 1 und 3.
o Kein Pfad von v, nach v, mit Farben ausschlie3lich 2 und 4
(muss wegen Planaritat Farbe 1 oder 3 enthalten)
o Analog zu Fall 2.1: Vertausche Farben 2 und 4 in ZHK, in der v, liegt.
Farbe v mit Farbe 2.
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Vierfarbensatz

Satz (Appel, Haken 1977): Jeder planare Graph ist 4-farbbar.
Bewels der Korrektheit durch massiven Computereinsatz
Beweis liefert O(n2)-Algorithmus fur planare Graphen.
Fur allgemeine Graphen:

o Gegeben G=(V,E) und k.
o Schwer zu entscheiden, ob x(G)< k.
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Nicht-optimale Losung

Algorithmus Greedy-Farbung
Eingabe: G=(V,E) mit V={v,,...,v.}
clv,] <1
fori<+ 2ton
1. c[v] = min{k € N | k = c[u] fUr alle bereits gefarbten Nachbarn u von v}
Ausgabe: c:V = [C(G)]

Korrektheit:
Nachbarknoten erhalten nie die gleiche Farbe.

Sei A(G) = max;{deg(v,)}
Es gilt x(G) < C(G) < A(G)+1.
Fur G=K, oder G=C,,,, ist x(G)=A(G)+1.
0 Fur alle anderen G gibt es einen effizienten Alg. mit C(G)< A(G).
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Kantentarbung

Def: Eine k-Kantenfarbung ist eine Abb. c: E — [K] mit
c(e)zc(e’)firee' €cEmitene =0
Chromatischer Index:
x'(G) = min{k € N| G hat k-Kantenfarbung}.

Beobachtung:
o Leicht zu sehen: x'(G) > A(G)
o Satz von Vinzing: x'(G) < A(G)+1

Entscheidungsproblem ,Ist x‘(G)=A(G)?“ ist schwer.
Es gibt Alg. der in Zeit O(hm) k-Farbung berechnet mit

AG) < x'(G) <k < A(G)+1
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‘ Heitratsproblem

Gegeben: Graph von Bekanntschaften

(

,“(
X
X

Ziel: Verheirate alle Frauen.
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Matching

Def: M C E ist Matching der Grof3e M|
sVee eMeze': ene =0

M Uberdecktv < J u: {u,v} € M
M perfektes Matching < M Uberdeckt alle v € V
& M| = n/2.
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Heiratssatz

Satz(Hall): Sei G=(A w B, E) bipartit.
G enthalt Matching M der Grof3e |M|=|A]|
& U, o x IX)] =:[I(X)|] > [X] fur alle X C A.

,2=". Sel M Matching, |M|=|A|.
Betrachte G'=(A & B,M).
Jedes X C A hat in G' genau |X| Nachbarn
= Jedes X C A hat in G mindestens |X| Nachbarn.
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I(X)|>|X| = Matching, | M| =|A]|

Ann.: G=(A ¥ B, E) hat max. Matching M, |M|<|A|
=- 3 nicht Uberdecktes a; € A mit Nachbarn b,.Existenz von b, wegen |I{{a;})| > 1.

Algorithmus Augmentierender-Pfad
Eingabe: G=(A W B, E), M, a,, b,
k<1
while (b, wird von M tberdeckt)
1. a4, < Nachbar von b, im Matching M
2. Dby, < beliebigesv € I'{a,...,a.,}) \{by, ..., b}
3. k+ k+l

Ausgabe: augmentierender Pfad p, = (a,, by, ..., &, b})

Korrektheit: b,,, existiert wegen |I{{a;,...,a.1}) \ {by,....0} > (k+1)-k =1
{a, b} ¢ M fur i=1,... k: k Kanten nicht in M

{b,, .} € M fur i=1,... k-1: k-1 Kanten in M

a,, b, nicht Uberdeckt.

o Nimm {a, b} in Matching auf und {b, a;,,} aus Matching raus.

o Mwird um Eins gro3er (Widerspruch zur Maximalitat von M)
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