Kodierung der Eingabe

@ Erinnerung: Zeitkomplexitat Ty (n) ist eine Funktion in |w| = n.
@ Bendtigen geeignete Kodierung der Eingabe w.
@ Kodierung einer Zahln € N
» Verwenden Binarkodierung bin(n) mit Eingabelénge ©(logn).
@ Kodierung eines Graphen G = (V,E)
» Kodieren Knotenanzahl n unar, d.h. V| =n.
» m Kanten mit Adjazenzliste |E| = m oder Adjazenzmatrix
[E| = ©(n?).
Bsp:
@ PFAD:= {(G,s,t) | G ist Graph mit Pfad vos nacht.} € P.
» Starte Breitensuche in s.
» Falls t erreicht wird, akzeptiere. Sonst lehne ab.
» Laufzeit O(|V| + |E|), d.h. linear in der Eingabelange von G.
@ TEILERFREMD:= {(X,y) | gcd(x,y) =1} € P.
» Berechne mittels Euklidischem Algorithmus d = gcd(x,y).
» Falls d = 1, akzeptiere. Sonst lehne ab.
» O(log?(max{x,y})), quadratisch in |x| = ©(logx), |y| = ©(logy).
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Optimierungsvariante vs Entscheidungsvariante
RUCKSACKqpt
@ Gegeben: n Gegenstande mit Gewichten W = {wq,...,wp} C N
und Profiten P = {p1,...,pn} C N, Kapazitatb € N.
@ Gesucht: | C [n]: Y7, w; < B, sodass ) ;. pi maximiert wird.

Sprache RucksAck:
RUCKSACK := {(W,P,b,k) | I C [n]: > i w; <Bund} . pi >K}.

Naiver Algorithmus zum Entscheiden von RUCKSACK
@ Furalle | C [n]:

@ Falls ) ., wi <Bund}_  pi >k, akzeptiere.
© Lehne ab.

@ Prifung von 2" vielen Untermengen in Schritt 1.

@ Eingabegrof3en: logw;, log pi, n,log b, logk.

@ D.h. die Gesamtlaufzeit ist exponentiell im Eingabeparameter n.
@ Prifung einzelner potentieller Losungen in Schritt 1.1 ist effizient.
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Polynomielle Verifizierer und NP

Definition Polynomieller Verifizierer

Sei L C ¥* eine Sprache. Eine DTM V heil3t Verifizierer fur L, falls V
fur alle Eingaben w € £* halt und folgendes gilt:

w € L& dee XV akzeptiert Eingabe (w, ).

Das Wort ¢ nennt man einen Zeugen oder Zertifikat fir w.

V heil3t polynomieller Verifizierer fur L, falls V fur alle w € ¥* in
Laufzeit polynomiell in |w| halt und folgendes gilt:

wele3cer|c] <|wlk k € N:V akzeptiert Eingabe (w, c).

L ist polynomiell verifizierbar < 3 polynomieller Verifizierer fur L.

Definition Klasse NP
NP :={L | List polynomiell verifizierbar

4
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Polynomieller Verifizierer fr RUCKSACK

Satz
RUCKSACK € N'P.

Beweis:

Algorithmus Polynomieller Verifizierer flir RUCKSACK
Eingabe: (W,P,b,k,c) mit Zeugec = | C [n]

Q Falls >, w; <bund Y, pi > k, akzeptiere.
Q@ Lehne ab.

Laufzeit:
@ Eingabegrofen: logw;, log pi,logb,logk,n
@ Laufzeit: O(n - log(maxi{w;, p;, b, k})) auf RAM.
@ D.h. die Laufzeit ist polynomiell in den EingabegrofRen.
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Optimaler Wert einer Losung mittels Entscheidung
RUCKSACKert

® Gegeben: W = {wy,...,wn}, P ={p1,...,pn} und B.
@ Gesucht: maxlgn]{ziel Pi | i Wi < b}
Sei M eine DTM, die RUCKSACK in Laufzeit T (M) entscheide.
Algorithmus OPTIMUM
Eingabe: W,P,B
Q («—0,r <>, pi
Q WHILE (£ #7)

@ Falls M bei Eingabe (W, P, b, [£]) akzeptiert, £ + [4].
@ Sonstr « [H1]—1.

Ausgabe: ¢

@ Korrektheit: Binare Suche nach Optimum auf Intervall [0, "1 pi].
@ Laufzeit: O(log(>1L, pi)) - T(M).
@ Insbesondere: Laufzeit ist polynomiell, falls T (M) polynomiell ist.
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Optimale Losung mittels optimalem Wert
Ziel: Bestimme Ldsung | C [n] mit optimalem Wert.

Algorithmus Optimale Losung
Eingabe: W,P,b

© opt < OPTIMUM(W,P,b), | + 0
@ Fori«1ton

@ Falls (OPTIMUM(W \ {w;},P \ {pi},b) = opt,
setze W + W \ {w;},P « {pi}.
@ Sonstl «+ Ui}

Ausgabe: |

Korrektheit:

@ Invariante vor i-tem Durchlauf: 33 C {i,...,n}: 1 UJ ist optimal.

@ i wird nur dann in | aufgenommen, falls | zu optimaler Teilmenge
erweitert werden kann.

@ Laufzeit: O(n-T(OPTIMUM)) = O(n-log(> (L, pi) - T(M)).

@ D.h. Laufzeit ist polynomiell, falls T (M) polynomiell ist.
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Sprache Zusammengesetzt

ZUSAMMENGESETZT:= {N € N| N = pg mitp,q > 2}

Satz
ZUSAMMENGESETZT € N P. J

Beweis:
Algorithmus Polynomieller Verifizierer fir ZUSAMMENGESETZT
Eingabe: (N,c) mitc = (p,q) € {2,...,N — 1}2

© Berechne p-q. Falls p - q = N, akzeptiere. Sonst lehne ab.

Laufzeit:
@ Eingabelénge: |[N| = ©(logN)
@ Laufzeit: O(log? N), d.h. polynomiell in der Eingabelange.
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P versus NP

Satz
S J

LeP = dIDTM M, dieL in polynomieller Laufzeit entscheidet.
= JDTM M, die stets halt und genau die Eingalvere L
in Laufzeit polynomiell injw | akzeptiert.
= JDTM V, die stets halt und genau die Eingalfen c) mit
w € L, c = ein Laufzeit polynomiell injw| akzeptiert.
Dabei ignoriertv die Eingabec und wendetM aufw an.
= LeNP.

@ GroRes offenes Problem: Gilt P = NP oder P ¢ N'P?
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Nichtdeterministische Turingmaschinen

Wir bezeichnen mit P(S) die Potenzmenge einer Menge S.

Definition Nichtderministische Turingmaschine

Eine nicht-deterministische Turingmaschine (NTM) ist ein Tupel
(Q,x,T,9), wobei

@ Q, X, T sind wie bei DTM definiert.
@ 5:Q\{da,ar} xI = P(QxT x{L,R})

o Bsp: 5(q’ a) = {(QL ap, L)v (q27 ap, R)}
@ NTM besitzt Wahlmdglichkeiten fir den Zustandstibergang.
@ Beschrénken uns oBdA auf NTMs mit < 2 Wahlmaoglichkeiten.
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Berechnungsbaum

@ Seien die Konfigurationen einer NTM Knoten in einem
Berechnungsbaum.

» Die Startkonfiguration bildet den Wurzelknoten.
» Mdgliche Nachfolgekonfigurationen bilden Kinderknoten.

@ Pfade heilRen Berechnungspfade der NTM.
@ Betrachten nur NTMs mit Berechnungspfaden endlicher Lange.
@ Ein Berechnungpfad heil3t akzeptierend, falls er in g5 endet.

Definition Akzeptierte Sprache einer NTM
Sei N eine NTM.

@ N akzeptiert Eingabe w < 3 akzeptierenden Berechnungspfad im
Berechnungsbaum von N bei Eingabe w.

@ Die von N akzeptierte Sprache L(N) ist definiert als
L(N) = {w € X* | N akzeptiert die Eingabe .}.

v
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Die Laufzeit einer NTM

Definition Laufzeit einer NTM
Sei N eine DTM mit Eingabe w.
® Ty(w) := maximale Anzahl Rechenschritte vax aufw,
d.h. Ty(w) ist die Lange eines langsten Berechnungspfades.
@ Ty :N— N, Ty(n) := max{Tn(w) |w € £="}
heil3t Laufzeit oder Zeitkomplexitat von N.

@ Wir definieren die Klasse NTIME fir NTMs analog zur Klasse
DTIME fur DTMs.

Definition NTIME
Seit : N — N eine monoton wachsende Funktion.

NTIME(t(n)) := {L | L wird von NTM in LaufzeitO(t(n)) entschieder}.
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