NP-Vollstandigkeit

Definition A/P-vollstéandig

Sei L eine Sprache. Wir bezeichnen L als N"P-vollstandig, falls
QLcNP
@ Fur jede Sprache A € NP gilt: A <p L.
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Separation oder Gleichheit von P und NP

Satz
Sei L eine N'P-vollstandige Sprache und L € P. Dann gilt P = N'P. J

Beweis:
@ Wir zeigen fur ein beliebiges A € NP, dass A € P.
@ Da A € NP und L N'P-volistandig ist, gilt A <, L.
@ Nach Voraussetzung gilt L € P.
@ P-Reduktionssatz: Aus A <, L,L € P folgt A € P.
@ Da dies fir ein beliebiges A € NP gilt, folgt NP C P.
@ Wegen P C NP gilt schlieBlich P = N'P.
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NP Vollstandigkeits-Beweise

Satz N'P-Reduktionssatz

Seien B, L Sprachen. Sei L A'P-vollstandig, B € NP und L <, B.
Dann ist auch B N'P-vollstandig.

Beweis: Mussen zeigen, dass A <, B fur alle A € NP.
@ Da L N'P-vollstandig ist, gilt A <p L fiir beliebiges A € N'P.
@ Ferner gilt nach Voraussetzung L <, B.
@ Aus der Transitivitat von < folgt: A <, B.
@ Damit ist B ebenfalls A'P-vollstandig.

Problem: Wir bendtigen ein erstes A/P-vollstandiges Problem.
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Satz von Cook-Levin (1971)

Satz von Cook-Levin
SAT ist N'P-vollstandig. }

Beweis: Mulssen zeigen
© SAT c NP (bereits gezeigt)
@ Fiir alle L € AP existiert polynomiell berechenbare Reduktion f:
w e L e f(w) e SAT.
Beweisidee: SeilL € NP beliebig.
@ 3 NTM N mit polynomieller Laufzeit nk mit
w € L < N akzeptiert w.
@ Konstruieren aus (N, w) eine Formel ¢ mit

O N akzeptiertw < f(w) = ¢ € SAT
@ fistin Zeit polynomiell in |w| = n berechenbar.

@ Betrachten dazu (n + 1) x (nk + 1) Berechnungstabelle von N.
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Berechnungstabelle T von N auf w

Tabelle T entspricht einem Pfad im Berechnungsbaum.

Erste Zeile enthalt die Startkonfiguration.

(i + 1)-te Zeile ist mogliche Nachfolgekonfiguration der i-ten Zeile.
In Laufzeit nk kénnen hochstens nk Zellen besucht werden.

T akzeptierend < T enthalt eine akzeptierende Konfiguration.
Konstruieren ¢ derart, dass ¢ erflllbar ist gdw. T akzeptierend ist.
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Struktur der Formel fir ¢

@ Sei T (i,]) der Eintrag in der i-ten Zeile und j-ten Spalte von T.
@ T(i,j) e QuUT furallei,j.
@ Definieren ¢ Uber den Booleschen Variablen x; j s mit

Xijs=1aT(i,j))=s furseQuUT.

Formel flr ¢: ¢ = dstart /\ Paccept /A PEintrag /A Pmove Mit

osiart: T beginnt mit Startkonfiguration.

Gaccept: T muss Eintrag g besitzen.
OEintrag- T enthalt Eintrage aus Q U T.
dmove: T besitzt glltige Nachfolgekonfigurationen.
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Definition von QbStarta ¢accept und CbEintrag
osiart- Kodieren die Startkonfiguration go > Wy .. . Wy

X1,1,00\X1,2, AX1, 3wy Av - -AXL 42,00 AXL 43,0/ - AXY pkpg
Gaccept: ¢ ist erfiillend gdw T eine erfullende Konfiguration enthalt
Paccept = \/ Xi j,0a
1<i,j<nk+1
PEintrag: T(1,]) € QUT, d.h. esgibteins c QUT mitx; ;s = 1.
® T(i,]j) enthélt mindestens einen Eintrags € Q UT:
P>1 = \/ Xijs
seQul
@ T(i,]j) enthélt hochstens einen Eintrags € QUT:
p<1 = /\ “(Xijs A Xijt)-
S,teQur,s#t

@ Liefertinsgesamt ¢gintrag = /\1Si7ankJrl (p>1 N P<1).
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