Definition von ¢move

Ziel: Zeile i + 1 muss Nachfolgekonfiguration von Zeile i sein.

@ Definieren Fenster F der Grof3e 2 x 3.

@ (i,j)-Fenster besitzt Eintrage (i,j — 1), (i,]j), (i,j + 1) und
(i+1,j—12),(0i+1,j),0+1,j+12).

@ Tabelle T besitzt (i,j)-Fenster furi=1,...,n¢,j=2,... nk,

@ Fenster F heif3t legal gwd F’s Eintrage ¢ nicht widersprechen.
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Beispiele fur legale Fenster

Sei  wie folgt definiert
@ 4(d1,a) = {(a1,b,R)}.
@ (g1, b) = {(gz2,c,L),(d2,a,R)}

algr|b alogi[ b ] [a]b]|b
92| afc| |a]Ja]g| [a]a]b

legal legal nicht legal
ala|q a|qi|b Ulb|a
ala| b 0. | a | a Ulb|a
legal nicht legal legal

a|gqu| b al/b|a b|b|b
Q2 | b | a2 ajblag c|b|b

nicht legal legal legal
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Korrektheit der Konstruktion

Lemma Korrektheit Berechnungstabelle

Sei T eine Tabelle mit den folgenden Eigenschaften.
© Die erste Zeile ist die Startkonfiguration von N auf w.
© Jedes Fenster ist legal.

Dannist T eine Berechnungstabelle von N auf Eingabe w.

Beweis:
@ T(i,j)# T(i +1,j) ist nur dann moglich, falls einer der Eintrage
T(i,j —1),T(i,j) oder T(i,j + 1) einen Zustand enthalt.
@ Falls die obere Zeile einen Zustand andert, muss sich die untere
Zeile gemaR § andern.

@ D.h. jede Zeile ist eine Nachfolgekonfiguration der Vorgangerzeile.
@ Damitist T eine Berechnungstabelle.
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Konstruktion von ¢move

@ Informal gilt: dmove = A1<j<nk 2<j<n FENSter (i, ) ist legal.
@ Die Anzahl legaler Fenster hangt nur von den moglichen
Ubergangen in N ab, nicht von der Eingabe w.

@ D.h. es gibt eine Menge F von 6-Tupeln (fy,...,fs), so dass F alle
legalen Fenster beschreibt.

@ Damit kdnnen wir das Pradikt [Fenster (i,]) ist legal] formalisieren

Vo (e AXigt AXijafe AXidLj—1fs AXidLids A XitLi+1):
(fl,...,fa)EF
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Reduktion ist polynomiell

Lemma Lange von ¢

Sei N eine NTM mit Laufzeit n* bei Eingabe w, |w| = n. Dann besitzt
die Formel ¢ = ¢start A Paccept A PEintrag /A Pmove LANGE O(n?), d.h. ihre
Lange ist polynomiell in n.

Zudem ist ¢ bei Eingabe (N, w) in Zeit O(n?¢) berechenbar.

Anzahl Literale: O(nk), Berechnung direkt aus w
Anzahl Literale: O(n?)

¢Start :

Paccept -

Anzahl Literale in ¢gingag : O(n%).

Anzahl legaler Fenster |F|: O(1), unabhangig von w.
Anzahl Literale in ¢move: O(n%%).

Pmove:

°
°
PEintrag: @ Anzahl Literale in ¢>1, ¢<1: O(1), unabhéngig von w.
°
°
°
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Von SAT zu 3SAT

Satz
3SAT ist N'P-vollstandig. J

@ Modifizieren zunachst vorigen Beweis derart, dass ¢ in KNF ist.
Qo q,)start Und q,)accept Slnd bel‘eItS |n KNF
® ¢einrag = N\ij(¢>1 A ¢<1) = A\ij o1 AN <1

» ¢>1 besteht aus einer Klausel.

» Schreiben ¢<; als Konjunktion von Klauseln:

<1 = /\ (=Xij.s V Xijt) -
S#t

@ ¢Pmove: Wandle disjunktive Normalform des Pradikats fur legale
Fenster
Vo (et AXij A AXitjiag)-
(fl,...,fG)EF

in KNF um. Umwandlung in O(1), da |F| unabhéangig von |w| = n.
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Umwandlung von KNF in 3-KNF

Sei ¢ =Ky A ... Aky eine KNF-Formel, wobei k; = a; V...V a, eine
Klausel mit n > 3 Literalen ist.

@ Fuhren neue Variablen z4,...,z,_3 €in.
@ Ersetzen Klausel k; durch die 3-KNF Formel

kj’ = (a1vVazVvzy)A(—z1VagVzo)A(—zaVagVzs)A. . .A(—zn_3Van_1Van)

zu zeigen: k; ist erfullbar gdw. kj’ erfullbar ist.
B ist eine erflllende Belegung fur k; gdw ein Literal a; wahr ist.
Dann ist aber kj’ erfullbar mit a; = 1 und

zi=1furj<i—-1 wund Zz =0furj>i-1.

Sei andererseits kj’ erfillbar.
Dann muss ein Literal a; wahr sein, und damit ist k erfillbar.

Kdnnen ¢ in KNF bzw. in 3-KNF in O(|¢|) Schritten umwandeln.
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NP-Vollstandigkeit von CLIQUE

Satz
CLIQUE ist N'P-vollstandig. J

Beweis: zu zeigen
© CLIQUE e NP
» Ubung
@ 3 NMP-volistandige Sprache L mit L <, CLIQUE

» Bereits gezeigt: 3SAT ist A'P-vollstandig.
» Bereits gezeigt: 3SAT <, CLIQUE.
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Knoteniiberdeckung
Definition k-Knotenuberdeckung

Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph. Eine Knotenmenge U C V,
|U| = k heif3t k-Knotenuiberdeckung, falls

enU #(Qfurallee € E.

Wir definieren die folgende Sprache.

KNOTENUBERDECKUNG:= {(G, k) | G besitzt ein&k-Knotenuberdeckung.

Satz
KNOTENUBERDECKUNG ist A/'P-vollstandig.

Beweis: zu zeigen

© KNOTENUBERDECKUNG € NP (Ubung)

@ 3-SAT <p KNOTENUBERDECKUNG, d.h. es gibt berechenbares f:
¢ € 3SAT < f(¢) = (G,k) € KNOTENUBERDECKUNG
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Die Reduktion f
Idee der Reduktion f:

@ Konstruieren fiir jedes Literal x; Knotenpaar mit Labeln x; und —x;.
@ Knotenlabel einer Uberdeckung bilden erfilllende Belegung.

Algorithmus M
Eingabe: ¢(X1,...,Xn) = Ki A ... AKn Mit Ky =451V o V 43,
© \Variablenknoten: Fiiri =1...n:
Konstruiere zwei verbundene Knoten mit Labeln x; und —x;.
@ Klauselknoten: Firj=1...m:
Konstruiere 3 paarweise verbundene Knoten mit Labeln ¢j1, 42, ;3.
© Verbinde Variablen- und Klauselknoten mit denselben Labeln.
© Setzek =n +2m.
Ausgabe: (G, k)

@ Schritt 1: O(n), Schritt 2: O(m), Schritt 3: O(m), Schritt 4: O(1).
@ |¢| = O(n+ m) = O(m), d.h. die Laufzeit ist polynomiell in |¢|.
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Reduktion fur ¢ = (X1 V X2 V X2) A (=X1 V =X1 V —X2)

X1 X2
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¢ € 3SAT = f(¢) € KNOTENUBERDECKUNG
Sei ¢(X1,...,X%n) € 3SAT
@ Dann gibt es eine erfiillende Belegung der Variablen xq, ..., X,.
@ In die Menge U werden die folgenden Knoten aufgenommen.
» n Variablenknoten:
Falls x; = 1, ist Knoten mit Label x; in U. Sonst Knoten mit —x;.
» 2m Klauselknoten:

Fir jede Klausel ist mindestens ein Knoten mit einem Variablen-
knoten aus U verbunden. Die anderen beiden Knoten sind in U.
@ U ist eine n + 2m-Knoteniberdeckung:

» Die Kanten zwischen Variablenknoten x;, —x; sind Gberdeckt durch
einen Variablenknoten.

» Kanten zwischen Klauselknoten 41, ¢j2, ¢;3 sind Uberdeckt durch
zwei Klauselknoten.

» Kanten zwischen Variablen- und Klauselknoten sind Giberdeckt:
Entweder der Variablenknoten tiberdeckt die Kante oder einer der
beiden Klauselknoten.

@ D.h.f(¢) = (G,n +2m) € KNOTENUBERDECKUNG
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Korrektheit: Ruckrichtung

Seif(¢) = (G,n+ 2m) € KNOTENUBERDECKUNG:
@ Dann gibt es eine (n + 2m)-Knotentiberdeckung U mit:
» Mindestens ein Variablenknoten x; oder —x; istin U fir alle i.
» Mindestens 2 von 3 Klauselknoten {1, 2, {;3 sind in U fur alle j.
» Da|U|=n+2m:
Jeweils genau ein Variablenknoten und genau zwei Klauselknoten.
@ Sei B die Belegung, die die Variablenknoten aus U auf wahr setzt.
» B ist eine konsistente Belegung.
» Fur alle Klauseln K; mit Knoten /j1, ¢j2, ¢j3 ist ein £,k €[3] nichtin U.

» Die Kante vom Klausel- zum Variablenknoten mit demselben Label
Ly wird Uberdeckt.

» D.h. der Variablenknoten /j ist in U. Damit erflllt Z die Klausel K;.
@ D.h. B ist eine erfullende Belegung fir ¢.

@ Damit gilt ¢ € 3SAT.
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Subset Sum

Definition Sprache SubsetSum

SeiM ={my,...,my} C Nundt € N. Wir definieren die Sprache
SUBSETSUM:= {(M,t) [3SC M :> ( gS =t}

Satz
SUBSETSUM ist N'P-vollstandig.

@ SuBseTSuMm € NP (Ubung)
© 3SAT <, SUBSETSUM

Idee der Reduktion f(4(X1,...,Xn)) = (S,t): Konstruieren
@ fUr jedes x; Elemente y;,z; € S fir x; = 1 bzw. x; = 0,
o flr jede Klausel K; Variablen g;, h; € S flr nicht erfillte Literale.
@ Definieren Tabelle T mit Zeilen y;, z;, gj, h; und Zeile t. Die Spalten
bestehen aus x; und K; fiiri € [n],j € [m].
@ Eintrage in einer Zeile werden als Dezimaldarstellung interpretiert.
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Konstruktion der Reduktion f

Algorithmus Mg

EINGABE: ¢(X1,...,%Xn) = Ki A ... A Km MitKj = 61 V 62 V 43
© Erstelle Tabelle T mit Spalten fur xq,...,%, und Ky, ..., Km.

Q Erstelle 2n Variablenzeilen fir x;, i = 1,...,n:

y;: Einsen in Spalte x;. Fir alle Spalten K;: Anzahl Literale x; in K.
z;: Einsen in Spalte x;. Flr alle Spalten Kj: Anzahl Literale —x; in K.

@ Erstelle 2m Klauselzeilen fir Ki,j=1,...,m:
gj, hj: Einsen jeweils in Spalte K;.
© Erstelle Zeile t: Einsen in Spalten x;, Dreien in Spalten K.

© Fulle mit Nullen. Definiere y1,21,...,Yn,Zn, 91,01, ..., gm, hm, t
mittels des Dezimalwerts der betreffenden Zeile.

AUSGABE: (M,t) mit M = {y1,21,...,Yn,Zn,91,01,...,9m, hm}.

Laufzeit:
@ Eingabelange |¢| > max{m,n} = Q(m + n)
@ T (M) = O((n + m)?), d.h. polynomiell in der Eingabelange.
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Bsp fur ¢ = (X1 V X2 V X2) A (X1 V X2 V —X2)

@ Definieren Tabelle T

X
A

X
o

A
i

cNeoNeoNelll NelNel
OO RFrRrEFPODNOLPR

Q@
P

Rrloooooorr

Wrkroolrrrollr

=
w

@ Setzey, = 1010,z; =1001,...,t =1133.
@ Belegung x1,x, = 1 erfiillt alle Literale in K; und Literal x, in K».
@ Zahlenyy,y,> summieren sich mit g, ho fur K, zu t.
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Korrektheit: ¢ € 3SAT = f(¢) € SUBSETSUM

Sei ¢ € 3SAT
@ Dann besitzt ¢ eine erfillende Belegung B.
@ Nimmy; in S auf, falls x; = 1 in B. Sonst nimm z; in S auf.

Betrachtent’ = 3" g 's:

» B ist konsistente Belegung: Obere n Dezimalstellen von t’ sind 1.
» B ist erflillend: Untere m Dezimalstellen ty, ..., ty sind aus {1, 2, 3}.

Falls t =1, nimm g und hj in S auf. Falls t =2, nimm g in S auf.
Damit gilt 3, .gs =1t.
D.h.f(¢) = (M,t) € SUBSETSUM
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Korrektheit f(¢) € SUBSETSUM = ¢ € 3SAT

Sei f(¢) € SUBSETSUM
@ DanngibtesS C M mit) ss=t, wobeit=1...13...3.
@ Die oberen n Dezimalstellen von t sind 1.
» Damit enthalt S fiir jedes i genau eines der Elemente y;, z;.
» Sei B die Belegung mitx; = 1 firy; € Sund x; = 0flirz; € S.
@ Die unteren m Dezimalstellen t;, ..., t, vont sind 3.

» D.h. t; kann nicht allein als Summe von g; und h; dargestellt werden.

» Fir jedes t; kommt mindestens ein Beitrag aus einer der Zeilen y;
bzw. z;.

» D.h. das Literal x; bzw. —x; erfillt die Klausel K;.

@ Damitist B eine erfullende Belegung fur ¢.
@ D.h. ¢ € 3SAT.
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