Polynomdivision
Definition fuhrender Term

Seif =amx™ + ... + ap € F[x]. Dann bezeichnen wir den flhrenden

Term von f mit LT (f) = amx™.

Anmerkung:
@ Firf,g e F[x] gilt: grad(f) < grad(g) < LT(f) teilt LT(g).

Algorithmus Polynomdivision
EINGABE: f,g € F[x] mit grad(g) < grad(f)
© Setzeq:=0undr :=f.
@ WHILE (r # 0 und LT(g) teilt LT(r))
@ Setzeq:=q+ 'L‘I((é)) undr :=r — I[I((é)) -g.
AUSGABE: q,r mit grad(r) < grad(g) und f =qg +r

Invariante: f =qg+r =(q+ EI((Q)) g+r— H-((gr;)) 9

Kryptanalyse Il - VO9 Polynomdivision, Hauptideal, Monomordnung, lexikographische Ordnung

73/119



Jedes Ildeal in F[x] wird von einem Polynom erzeugt.

Satz Jedes Ideal in F[x] ist ein Hauptideal.

Fur jedes Ideal | in F[x] gilt | = (f) fur ein f € F[x], wobei f eindeutig ist
bis auf Multiplikation mit Konstanten ungleich Null.

Beweis:
@ Seil = {0}, dann gilt | = (0).
@ Andernfalls wahle f € 1\ {0} minimalen Grads.
@ Behauptung: | = (f). Es gilt (f) C I, da | ein Ideal ist.
@ | C (f) : Seig < | beliebig. Wir berechnen g, r mit
g =qf +r und grad(r) < grad(f).
Da |l ein Ideal ist, gilt gf € | und fernerr =g —qf € I.
Wegen grad(r) < grad(f), folgt r = 0 aufgrund von f’s Minimalitat.

Daher gilt g = gf € (f).
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Jedes Ildeal in F[x] wird von einem Polynom erzeugt.

Beweis der Eindeutigkeit:
@ Angenommen (f) = (g).
@ Ausf e (g) folgt f = hg fiir ein h € F[x].
@ Damit gilt grad(f) = grad(h) + grad(g), d.h. grad(g) < grad(f).
@ Vertauschen von f und g liefert analog grad(f) < grad(g).

@ Damit gilt grad(g) = grad(f) und f, g unterscheiden sich durch
Multiplikation mit einem konstanten Polynom h, grad(h) = 0.

Definition Hauptideal
Ein Ideal, das von einem Polynom erzeugt wird, hei3t Hauptideal. J

Problem:
Wie finden wir z.B. im Hauptideal (x* — 1,x® — 1) einen Generator?
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Der ggT ist ein Generator

Satz ggT ist Generator
Seien f,g € F[x]. Dann gilt (f,g) = (ggT(f,9)). J

Beweis:
@ Jedes Ideal | in F[x] ist ein Hauptideal.
@ D.h. |1 = (f,g) = (h) fir ein h € F[x].
@ Der Generator h ist ein gemeinsamer Teiler von f, g, daf,g € (h).

@ Um zu zeigen, dass h = ggT(f, g), missen wir zeigen, dass jeder
gemeinsame Teiler von f, g auch h teilt und h somit der ggT ist.

@ Sei p ein beliebiger gemeinsamer Teiler von f, g.

@ D.h.f =apundg =bp fira,b € F[x].

@ Wegen h € (f,g) existieren c,d € F[x] mit h = cf + dg. Es folgt
h = cap + dbp = (ca + dp)p.

@ Damit teilt p das Polynom h, und es muss h = ggT(f, g) gelten.
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Beispiele fur Basisdarstellung und Idealzugehorigkeit
Bsp Basisdarstellung:
@ Wir berechnen einen Generator von | = (x* — 1,x5 — 1).
@ Der Euklidische Algorithmus fur Polynome liefert
goT(x* —1,x8 — 1) =x2 - 1.
@ Damitgilt | = (x2 — 1).

Bsp ldealzugehorigkeit:
@ Seil=(x3-3x+2,x*-1,x8-1).Istx?+2x +1¢c1?
@ Esgilt ggT(x3 —3x +2,x* - 1,x® —1)=x -~ 1.D.h. | = (x — 1).
@ Division mit Rest liefert x? +2x + 1 = (x + 3)(x — 1) + 4.
@ D.h. x2 4+ 2x + List nichtin I, da es nicht von x — 1 geteilt wird.

Bsp Losbarkeit:
{1} ist die L6sungsmenge des polynomiellen Gleichungssystems

x3-3x = -2
x4 = 1
x6 = 1
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Monomordnung
Ziel: geeignete Monomordnung in F[xq, ..., Xp]

@ Monomordnung soll vertraglich mit der Polynommultiplikation sein.
@ Wir identifizieren Monome x* := x;"* ... xy™ mit ihrem
Exponentenvektor a = (o, ..., an) € Nj.

Definition Monomordnung
Eine Monomordnung auf F[xy, ..., Xp] ist eine Relation > auf Nj mit:
© > ist eine totale Ordnung auf Nj.
Q Seieno, B € Ng mit o > 3. Dann gilt fur alle v € Nj
a+ v > B+ v (Vertraglichkeit mit Monommultiplikation).

© > ist noethersch, d.h. jede strikt fallende Sequenz oy > ap > ...
in Nj terminiert.

Bsp:

@ Die Ordnung ... > 2 > 1 > 0 erflllt obige Bedingungen auf Np.

@ Damit ist die Gradordnung eine Monomordnung auf F[x].
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Lexikographische Ordnung
Definition Lexikographische Ordnung > e

Seien «, 3 € Nj. Definiere o > 3, falls in o — 3 der von links erste
Nicht-Null Eintrag positiv ist. Wir schreiben x® >ex X2 fir o >jex .

Bsp:
@ (2,3,4) >x (1,5,6) und (2,3,4) >k (2,1,5).
@ (1,0,...,0) >1ex (0,1,0...,0) >jex --- >1ex (0,...,0,1), so dass
X1 >lex - -+ ~lex Xn-
@ Wir verwenden ebenfalls X >jex Y >jex Z. Damit gilt z.B. x > y3z°.

@ Fuir die alphabetische Ordnunga > b > ... > z, erhalten wir eine
Worterbuchsortierung mit z.B. Kryptanalyse > Kryptographie.

Satz

Die lexikographische Ordnung > ist eine Monomordnung. J

Beweis: Ubungsaufgabe.

Kryptanalyse Il - V09

Polynomdivision, Hauptideal, Monomordnung, lexikographische Ordnung 79/119



Andere wichtige Monomordnungen
Definition Grad-Lexikographische Ordnung > gex
Seien o, 8 € Ngund |a| = 7 a,|8] = >_; 5. Definiere o >grex 3 falls

la| > |B] oder |af = 3| und a > B

o BSp: (1, 27 3) >gr|ex (27 2, 1) Und (1, 3, 2) >gr|ex (17 2, 3).
@ Wie bei der lexikographischen Ordnung gilt X; >grex - - - >grlex Xn-

Definition Gradreverse-Lexikographische Ordnung > greviex

Seien o, 3 € Njj. Wir definieren a >greyiex 3 falls

la| > |B| oder |a| = |G| und der von rechts erste
Nicht-Null Eintrag in o — [ ist negativ.

o BSp (1, 2,4) >gre\/|ex (3, 2, 1) Und (1, 2, 3) >grev|ex (O, 3, 3)
@ Man beachte, dass z.B. xy?z3 >ex y3z3 und xy2z3 >greviex Y323
® Es g"t X1 >greviex - - - >greviex Xn-
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