Multigrad
Definition Multigrad, fuhrender Term
Seif =5, a.x* € Fxg,...,%n] \ {0} und sei > eine Monomordnung.
© Der Multigrad von f ist multigrad(f) = max{« € Nj | a, # 0}.
@ Der fiihrende Koeffizient von f ist LC(f) = Amultigrad(f)-
© Das filhrende Monom von f ist LM (f) = xmutigrad(f)
© Der fiihrende Term von f ist LT (f) = LC(f) - LM(f).

Bsp: Seif = x2yz® 4 2x3 4 3y?z. Dann gilt flr >
multigrad(f) = (3,0,0), LC(f) = 2, LM(f) = x3 und LT (f) = 2x3.

Satz Eigenschaften des Multigrads

Seienf,g € F[xy,...,Xn] \ {O}. Dann gilt:

© multigrad(fg) = multigrad(f) + multigrad(g).

Q@ multigrad(f + g) < max{multigrad(f), multigrad(g)} fur f + g # 0.

Beweis: Ubungsaufgabe.
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High-Level Beschreibung fur Division in F[xy, .. ., X,]
Ziel: Algorithmus fur Polynomdivision in F[Xg, ..., Xp].
Gegeben: f,fy,...,fm € F[x1,...,Xn]
Gesucht: Darstellung f = a;fy + ... + amfm +r mit
ai,...,am,r € F[xy,...,Xy] und keiner der Terme
in r ist teilbar von einem der Terme LT (f;), ..., LT (fm).

Algorithmus High-Level Beschreibung Polynomdivision
EINGABE: f,f1,...,fm € F[X1, ..., %n]
© Teile f sukzessive durch die Polynome fy, ..., f, mit Restr.

@ Falls r # 0 und r nicht weiter teilbar, entferne LM(r) und iteriere.
AUSGABE: f = a;f; +... +anfn +r

Bsp: Wir verwenden lexikographische Ordnung.
@ Seif =x%y +xy? +y?, fi=xy —1,f, =y — 1.
@ f:fi =x+ymitRestr =x +y?+y. Wirentfernen x aus r.
@ (y2—y):f, =y +2mitRestr = 2. Wir entfernen 2 aus .
@ Wir erhalten insgesamtf = (x +y) -f1 + (y +2).- f + X + 2.
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Divisionsalgorithmus fur F[xy, . .., Xp]
Algorithmus DIVISION
EINGABE: f,fy,...,fm € F[Xq, ..., Xn]
© Setzep:=f,r:=0unda; :=0,...,ayn :=0.
Q@ WHILEp #0

@ Falls LT (f;) teilt LT (p), setze a; := a; + LT(f) ) und p:=p-— T(f) fi.
(Teste Teilbarkeit von LT (p) in der Reihenfolge fy, ..., fy.)
@ Sonstsetzep :=p —LT(p)undr :=r + LT (p).

AUSGABE: f = a;f; +... +amfn +r

Korrektheit:

@ Invariante f = a;f; + ... + amfm + p + r giltin Schritt 1.

@ Schritt 2.1 erhélt die Invariante, falls LT (f;) den Term LT (p) teilt, da
afi +p = (ai + )i + P~ prepy -
@ Schritt 2.2 erhalt die Invariante: p+r = (p — LT (p)) + (r + LT (p)).

@ Bei Terminierung gilt p = 0. Damit besitzt f die gewiinschte Form.
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Divisionsalgorithmus fur F[xy, . .., Xp]

Terminierung:
@ z.z.: Modifikationen verringern multigrad(p) oder erzeugen p = 0.
@ Schritt 2.1 eliminiert LT (p) mittels p :=p — %EE; -fi.
@ Schritt 2.2 eliminiert ebenfalls LT (p) mittels p := p — LT (p).
@ Damit verringert sich der Multigrad in Schritt 2.1 und in Schritt 2.2.
@ Monomordnung: Die Sequenz der Multigrade muss terminieren.

@ D.h. wir erhalten p = O und damitf = a;f; + ... + amfm + .
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Reihenfolge ist wichtig

Bsp: Wie zuvor f = x%y +xy? +y2,fi=xy —1lundf, =y — 1.
@ Wir vertauschen aber nun die Reihenfolge in f,, f; bei der Division.
@ Wirerhaltenf : f, =x? +xy + X +y + 1 mit Rest p = 1.
@ Dies liefert die Darstellung
f=(X?+xy +x+y+1)-f,+0-f +1.
@ Bei Reihenfolge (f1, f,) erhielten wir dagegen die Darstellung
f=X+y)-fi+(y+2) f2+(x+2).
@ D.h. der Rest r hangt von der Reihenfolge der Division ab.
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Idealzugehdrigkeit
Idealzugehdérigkeit:
fe(f,...,fm) fallsf = a;f; +... + amfm. D.h. fallsr = 0.

Bsp: Wir betrachten f = xy? —x,f; =xy + 1undf, =y? — 1.
@ Mit lexikographischer Ordnung und Reihenfolge (f1, f,) erhalten wir
f=y -f1+0-f, —x+Vy.
@ Reihenfolge (f,f1) liefert aber
f=x-f,+0-f;.
@ D.h. fistim Ideal (f1,f,).
@ Allerdings liefert nur (f, f1) die hinreichende Bedingung r = 0.

Ziel:
@ Definiere geeignete Generatormenge G fur | = (f,...,fm).
@ Beim Teilen durch G soll der Rest r eindeutig bestimmt sein.
@ Restr = 0 soll &quivalent zur Zugehdrigkeit im Ideal | sein.
@ Sogenannte Grébnerbasen sind geeignete Generatormengen.



Monomideal

Definition Monomideal

Ein Ideal | C F[xy, ..., Xn] heildt Monomideal falls eine (unendliche)
Menge A C Nj existiert, so dass | aus Polynomen der Form

> aca Nax® besteht. Wir schreiben dann | = (x* | a € A).

Bsp: Fir A = {(1,4),(2,2),(3,1)} erhalten wir | = (xy*4, x2y? x3y).

Satz Teilbarkeitssatz

Seil = (x* | a € A) ein Monomideal. Ein Monom x” liegt in | gdw x
teilt x? fur ein a € A.

Beweis:

«<: Falls x? = x7 - x2, dann folgt x? € 1.

=:Seix? e, d.h. x? =5 hx® mit hj € F[xy,..., %], o) € A,
Multipliziere hixa(i) aus. Jedes Monom ist teiloar durch ein x2.

°
°
@ Die Summe kollabiert aber zu einem einzigen Monom x¥.
°

Damit muss auch das Monom x? durch ein x2" teilbar sein.
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Gleichheit von Monomidealen

Satz Darstellung aus Monomen

Sei | ein Monomideal und f € F[xq,...,Xy]. Dann giltf € | gdw f eine
F-Linearkombination von Monomen in | ist.

Beweis:
o =:Seif =Y hx" el.
@ Ausmultiplizieren von hixa(i) liefert Monome der Form cx” mit
¢ € F und x" | X7. Nach Teilbarkeitssatz ist x” ein Monom in I.
@ Damit kénnen wir f in der gewlinschten Form schreiben
f = cix? mitei e F, x?" 1.
@ «<: Folgt aus der Abgeschlossenheit von | gegeniiber Addition.

Korollar Gleichheit von Monomidealen
Zwei Monomideale sind gleich gdw sie dieselben Monome enthalten. J

Kryptanalyse Il - V10

Polynomdivision mit mehreren Variablen, Monomideal 88/119



