Dicksons Lemma

Lemma Dicksons Lemma

Jedes Monomideal | = (x* | a € A) C F[Xq, ..., Xn] besitzt eine
endliche Basis | = (x2”, ..., x2™).

Beweis per Induktion tber die Anzahl der Variablen n:
@ n=1:1= (x| a € A). Sei 3 das kleinste Element in A C Nj.

@ Dabher gilt xf | x{ fur alle o € A.D.h. | = (xf).

@ n — 1 — n: Wir verwenden die Variablen xq,...,X,_1,Y.

@ D.h. Monome besitzen die Form x“y!' mit o € Ng‘l und t € Np.

@ Sei J die Projektion von | auf F[xy,...,X,_1]. D.h. J wird generiert
von denjenigen Monomen x2, fur welche x@y! ¢ I fur eint > 0.

@ IV: Wir schreiben J = (x* .. xo™) Fari =1,...,m gilt

x2Vyt € | fur ein festes t; > 0. Seit = max;{t }.
@ Furjedesfeste k =0,...,t — 1 definiere Jy C F[Xy,...,Xn_1] als

die Projektion derjenigen Monome in |, die genau y¥ enthalten.
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Dicksons Lemma

Beweis: (Fortsetzung)

(my)
@ Nach IV: Ji :(x“(kl),...,x“kk yfurk =0,...,t — 1.

@ Wir behaupten, dass | von folgender Monomliste L generiert wird.

1
ausd : xoUyt ,xaim)?/t
(1) Mg
ausJp: x% 'y0 co. X% yO
(1) (me_q)
ausJi_q 1 X%yt xOmo1 ytel

@ (L) C I: Die Monome in unserer Liste L sind alle in |. Dies folgt fur
die Elemente x’ yk nach Konstruktion der Elemente in Ji.

@ Fir die Elemente x y gilt dies aufgrund der Maximalitat von t.

@ | C (L): Jedes x?yP € | wird von einem Listenmonom geteilt.

@ Seip >t. Dann teilt ein xa(i)yt nach Konstruktion von J.

@ Seip < t. Dann teilt ein xag)yIo nach Konstruktion von Jp.

@ D.h. (L) und | enthalten dieselben Monome und sind daher gleich.
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Idealzugehdrigkeit in Monomidealen
Lemma Dicksons Lemma (Teil I1)

Jedes Monomideal | = (x* | a € A) C F[xy, ..., Xn] besitzt eine
endliche Basis | = (x*® ... x>™) mita®) € A.

Beweis: Ubungsaufgabe.

Satz ldealzugehdrigkeit in Monomidealen

Seil = (x ... x2™) ein Monomideal. Dann gilt f € | gdw f bei
Division durch x@, ..., x®™ Rest 0 l&sst.
Beweis:

o < Ausf=hy-xe® 4+ 4+hy xe +0fo|gtfe|

@ =: Nach Satz zur Darstellung aus Monomen folgt, dass f € | gwd
f _Z,cx“/ mit x? € I.

@ Andererseits ist X" € | gwd x2? teilt x fur einj € [m].

@ Damit wird jeder Term in f von einem der x“ getellt

. . 1
@ Sukzessives Teilen von f durch x°" ), ... ,x“ ™ liefert also-Rest O




Das Ideal der fuhrenden Terme

Definition ldeal der fihrenden Terme
Seil CF[xy,...,%Xn] \ {0} ein Ideal, LT (I) die Menge fiihrender Terme

LT () = {cx® | es existiert f € | mit LT (f) = cx®}.

Dann heif3t (LT (1)) das Ideal der fihrenden Monome von |.

Anmerkung:
@ Seil = (f1,...,fm). EsQilt LT (f;) € LT(l) fur alle i € [m].
@ Dabher folgt (LT (f1),...,LT (fm)) € (LT (I)).
@ Andererseits kann LT (1) weitere Element enthalten.
@ Seil = (fy,f,) mitf; = x2 — 2xy und f, = x%y 4 x — 2y?2,
@ Esgilt x? € | wegen x2 = —y - f; +x - fo. D.h. x2 € (LT (1)).
@ Aber x? wird weder von LT (f;) = x3 noch von LT (f,) = x?y geteilt.
@ Daraus folgt, dass x2 nicht im Monomideal (LT (f,), LT (f,)) ist.
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Existenz einer Grobnerbasis
Definition Grobnerbasis
Eine Menge G = {g1,...,9m} C | heilt Grobnerbasis falls

(LT(1)) = (LT(91), - -, LT (gm))-

Satz Existenz einer Grobnerbasis

Sei | ein Ideal. Dannist (LT (1)) ein Monomideal und es existiert eine
Grobnerbasis {91, ...,9m} C I mit (LT (1)) = (LT(91),--.,LT(gm))-

Beweis:
@ Esgilt ({LT(g) g € 1\ {0}}) = ({LM(g) [ g € \{0}}).
@ Die fihrenden Monome von | generieren aber ein Monomideal.
@ Anwendung von Dicksons Lemma liefert
(LT (1) = (LM(1)) = ({LM(gi)|gi € 1})
= (LM(g1), .-, LM(Gm)) = (LT (91),-- -, LT (gm))-




Hilbert Basissatz

Satz Hilbert Basissatz
Jedes Ideal | C F[xy, ..., Xn] wird endlich generiert, d.h.

| =(91,...,9m) firgy,...,om € 1.

Beweis:
@ Falls | = {0}, verwende 0 als Generator. Sei also | # {0}.
@ Sei{01,...,9m} C | eine Grobnerbasis fir I.
@ Wirwissen, dass (LT (1)) = (LT(91),...,LT(gm)) furg; € I.
@ Behauptung: | = (91,...,9m). Es qilt (g1,...,0m) C |, dag; € I.
® |1 C(g1,...,0m): Seif € | beliebig.
@ Teilenvon f durch gi,...,09nm liefertf =a;01 + ... + amdm + 1,
wobei kein Term von r von einem der LT (g;) geteilt wird.
@ Angenommenr # 0. Esgiltr =f —a;97 — ... — amOm € I.
@ Ausr el folgt LT (r) € (LT (1)) = (LT (91),...,LT(gm)).

@ Dann muss aber nach Teilbarkeitssatz LT (r) von einem der Terme
LT (g;) geteilt werden. (Widerspruch)
@ D.h. esfolgtr = 0und damitf € (g1,...,9m).



