Kettenbruchalgorithmus
Algorithmus KETTENBRUCH
EINGABE: x € R
© Berechneap = |x] € Zund ty := x — ag € [0, 1]. Setze n = 0.
@ Solanget, #0
@ Berechne
M= tl > 1,801 := |fm] € Nund th,1 =1, —an,1 €[0,1].
@ Setzen:=n-+1.
AUSGABE: x = [ag,...,an] mitag € Z,a; ...,ap € N.

Bsp: KETTENBRUCH FUR £3:
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Korrektheit von KETTENBRUCH

Satz Korrektheit von KETTENBRUCH
Bei Terminierung liefert KETTENBRUCH bei Eingabe x € R Ausgabe

X = [ag,...,an] mitag € Zund ay,...,a, € N.

Beweis:

@ Wir beweisen die Invariante x = [ay, ..., an, 'n] per Induktion.
@ IAfirn=0:Esgiltx = [x] =[ap +to] = [a0 + %] = [ap, ro].
@ ISn — n+1:Esgilt

v
[X] = [a07"'7an7rn] = [a07"'7an7an+1 +tn+1]

= [ao’ ..., 8n,an4+1 + ﬁ] = [a07 ..., 8n,an+1, rn+1]-
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Terminierung von KETTENBRUCH

Satz Terminierung von KETTENBRUCH

Algorithmus KETTENBRUCH terminiert gdw x € Q.
Furx = % € Q benétigt KETTENBRUCH Zeit O(log®(max{|p|,q})).

Beweis:

= Falls KETTENBRUCH mit x = [ag, as, . ..,an] terminiert, so kdnnen
wir X zu einem Bruch % mitp € Z,q € N umformen.

< Seix =B = p
@ Wir zeigen, dass KETTENBRUCH dieselbe Rekursion durchfiihrt
wie der Euklidische Algorithmus (EA) bei Eingabe bg, b .
@ EA fuhrt die Rekursion bj = qibj_1 + b > mit g; = Lb%J durch.

@ KETTENBRUCH berechnet die Rekursion tj = ﬁ —a.

@ Firt .= E:—ﬁ und a; = q; folgt

b; i . R A .
i = 1 —a ﬁ:%—q,@b,—q.b.ﬂ—kb.ﬂ.
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Terminierung von KETTENBRUCH

Beweis: (Fortsetzung)

@ Wir missen noch zeigen, dass beide Rekursionen dieselben
Startwerte besitzen. Es giltag = [x]| = LE—?J = Qo und

a1 = [ro) = |2) = Iy =5 ) = 1B) = au.

by b1

@ Fernergiltty =x —ag = Eg — L%J =5 —0o= ° - b°b1b2 = Ez und
_ 1 by _m_bl bs_%
tl—t0+al— —O01=p, b, by

@ EA bricht nach O(Iog(max{\p|, q})) Iterationen fur ein by = 0 ab.
@ Damitist ty_, = 0 und KETTENBRUCH terminiert.

@ D.h. auch KETTENBRUCH benétigt O(log(max{|p|,q})) Iterationen.
@ KETTENBRUCH lauft damit insgesamt in Zeit O(log*(max{|p|,q})).

Anmerkung: Kettenbriiche sind nicht eindeutig. Fir a, > 1 gilt
[@0,...,@n_1,an] = [A0,-..,8n_1,8n — 1+ 1] =[ag,...,an_1,an — 1,1].
Ubung: Zeigen Sie die Eindeutigkeit eines Kettenbriiche fir x, wobei
vorausgesetzt ist, dass das letzte Element grof3er als, 1 ist.
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Naherungsbriche
Definition n-ter Naherungsbruch

Sei x = [ap,ay, . ..]. Dann heif3t 3—: .= [ap,...,an] firn > 0 der n-te
N&herungsbruch von x.

Ziel: Wir wollen zeigen, dass [ag, as, . . .| Stets konvergiert.

P-1=1 p2=0 pn=anPn_1+Pn2
g-1=0 g2=1 0gnh=angh_1 +dn_2-
© Danngilt B = % = [ap] und B = 218+ — a5 4 L = [ag, ay].
@ Wir kdnnen die Rekursion in Matrix-Schreibweise darstellen.

o Die Startwerte sind [ P-t P2 ) — (1 0}
g-1 Qg-2 01

@ Die Rekursionsgleichung kénnen wir in folgender Form schreiben.

<pn pn—l):<pn—1 pn—2)<an 1)
On On-1 On-1 On-2 1 0

@ Damit konnen wir die Rekursion einfach auflosen zu

Pn Pn-1 _ 1qn a 1
ASEND)
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Naherungsbriche

Lemma Naherungsbriche
Fur alle n € N und alle positiven r € R gilt

Pn-+Pn_
[ag,a1,...,an] = 2 und [ag, a1, ..., an, 1] = 7rg—-
On On+0n—1

Beweis:
@ Wir zeigen zunachst die zweite Gleichung per Induktion Gber n.
@ IAfirn =0: [ag,r] = 2t — a4 + 1.
® IS fur n — 1 — n: Wir schreiben [ag, ...,an,r] als

17V (@n+)Pn1+Pn2 _ PntEPn1 _ rPatPa1
[aO’ ...,an + r] - (an+%)Qn_1+Qn_2 - Qn+%Qn_1 TOn+0n_1"

@ Aus der 2. Gleichung erhalten wir

[0, a1, ..., an1,1] = Tt fiir alle r € R.

@ Einsetzenvonr = a, liefert [ag, a;,...,an] = % =B,
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Eigenschaften von Naherungsbrichen

Lemma Eigenschaften von N&herungsbrichen
Es gilt

O ghy1 >gn>nfirneN.
Q Pnln_1 — Pn_10n = (—1)"*1 fiir n € No.

© pPnOn_2 — Pn_20n = (—1)"an fur n € No.
@ 9gT(pPn,0n) = 1.

Beweis:

(1) IAfurn =1:Esgiltgo =1, q; = a; > 1 und damit

02 =2a01+0o=>01+0o>0q1 > 1.
@ ISn — n+1:Esgilt

On+1 = @n0n + 0Gn-1 = On + gn—1 > Qn.
® Ausgp >...>qQq > 1folgtq, > n.
(2) Wir schreiben pnQn_1 — pn_10n als

Pn Pn-1) _ no(a 1\ _ m a 1\ _, s
det(qn qn_l>_det]'[i_0<1 0>_Hi_odet<1 0>_( 1)t
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Eigenschaften von Naherungsbrichen

Beweis: (Fortsetzung)
(3) Aus (2) folgt

Pndn-2 — Pn—20n = (@nPn-1 + Pn-2)0n—2 — Pn—2(@n0n—1 + dn_2)
= an(Dn—lQn—Z - pn—ZQn—l) = an(—l)n-
(4) Seid = ggT(Pn,dn). Damit gilt d[pndn-1 — Pn—10n.
@ Aus (2) folgt d|(—1)"** und damit d = +1.
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