Beweis: Annahme: Es gibt Quanten-Kopiermaschine U. Seien |0}, |1) Basiszustdnde. Aufgrund der Ko-
piereigenschaft gilt: U(Ws2|0) ® |1) = W2|0) @ W>|0) (ist seperabel).
Aufgrund der Linearitédt von U gilt aber ebenfalls:
U(W2|0) ® [1)) = U(%\Ol) + %|11>) = %(U|Ol> +U[11)) = —5(|00) + |11)) (ist verschriinkt,
(EPR-Paar)). 4
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Man beachte: Meygr = 00 o 1|t Kopiermaschine fiir Basiszusténde |0), |1),
0 010

denn [00) 5 |00), |10) — [11).

Allerdings gilt (a|0) +a1|[1))]0) [y

ap]00) +a1]11) # (ag|0) + a1 |1))(ao|0) + a1 |1)) fiir ag, g # 0.

6 n-Qubit Zustandssysteme (Register)

Sei |0), |1) eine orthonormale Basis des C2.

Gemiis Basis-Lemma : |0) ® ]0), |0) @ |1),]1) ® |0),|1) @ |1) ist orthonormale Basis des C*. Erneute
Anwendung des Lemmas liefert eine orthonormale Basis |bob1b2),b; € {0,1} des c?,

Induktiv: |bg...b,_1),b; € {0,1} ist orthonormale Basis des C2".

Definition: Ein n-Qubit System ist ein Einheitsvektor im C?" der Form

)= Y clr)ymite, €C, Y e [P=1
z€{0,1}n z€{0,1}n

n—1 .
Notation: Wir interpretieren = wg...z,_1 als Binirdarstellung der natiirlichen Zahl Y x;2"n~17%
i=0
2" —1
Damit schreiben wir auch |z) = > ¢lé).
i=0

Zustandsiibergang: e n-Qubit Systeme entwickelt sich gem#f unitéirer Abb. U : C2" — C?"

e Lokal unitdre Abbildungen operieren auf einzelnen Qubits des Systems.

Beobachtung: e n Qubits werden durch 2" Amplituden beschrieben.

e Unitiire Matrizen U € C2"®2" haben Beschriankungsgrofie 227

D.h. die Beschreibungsgrofle ist exponentiell in der physikalischen Gréfle n.
Feyman: “Quantenrechner sollten nicht effizient auf klassischen Rechnern simulierbar sein.”

Definition (Separabilitiit): Ein n-Qubit |2) € C?" heifit separabel gdw. |2) = |z1) ® |22) @ - - - @ |x,)
fiir |x;) € C2
Nicht separable Zusténde heiflen verschréinkt.

Beispiel: |z) = %(|000> —]001) — |111)) ist verschrinkt.

|0) mit Ws2

Messung des 1. Qubits: 10) mit sl

Falls:

5 (1000)—|001))
Vi
%\111) _

T =
7 Quanten-Protokolle

e |0) gemessen: Zustand = %(\000) —1001))

e |1) gemessen: Zustand

111).

7.1 Quantenteleportation

Szenario: e Alice besitzt Qubit |z) = ¢p|0) + ¢1]1). Amplituden cg, ¢; sind Alice unbekannt.

e Alice kann iiber klassischen Kanal mit Bob kommunizieren (d.h. Bits, keine Qubits)
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e Alice und Bob teilen sich EPR-Paar %(\OO) +]11)); 1. Bit ist Alices, 2. Bit gehort Bob.

Ziel: Alice sendet |z) an Bob.

Probleme: e Alice kennt Amplituden nicht.
e Messung zerstort Wellenfunktion.

e Alice kann keine Kopien von |z) erzeugen, um Amplituden durch hinreichend viele Messungen
zu approximieren. Wiirde auch nur |cg|?, |c1|? liefern, nicht cg, c;.

e Gibt es einen Algorithmus zur Rekonstrutkion von Quantenbits aus klassischer Information,
so existiert ein Quanten-Kopierer. 4 (No-Cloning-Theorem ((5.4)))

Lésung: Nutze Verschrinkung zur Ubertragung.
Zusammengesetzter Zustand von |z) und |e) = %(|00> + |11)):

1
V2

1
= E(CO|OOO> + Co|011> + 61‘100> + Cl|111>)

2) @ |e) = (col0) + c1[1)) © —=(]00) +[11))

Man beachte: Alice hat Zugriff auf die ersten beiden Qubits, Bob auf das 3. Qubit.

Protokoll fiir die Teleportation von |z):

1. Alice wendet CNOT auf das 2. Qubit mit dem 1. Qubit als Kontrollbit an:
CNOT

|ze) F— %(CO\OO(D + ¢0|011) + ¢1[110) + ¢1]101))

2. Alice wendet nun auf das 1. Qubit die Hadamard-Walsh Transformation Wy an:
5 (55(10) +[1))|00) + £&(10) + [1))[11) + ££(10) — [1))[10) + <5(|0) — [1))[01))
= %(Co|000> + ¢0]100) 4 ¢o|011) + ¢o]111) + ¢1]010) — ¢1]110) + ¢1|001) — ¢1]101))
= 5(]00)(co[0) + c1]1)) +[01)(co[1) + €1|0)) + [10)(co|0) — c1[1)) + [11)(co|1) — €1]0)))

3. Alice misst die ersten beiden Qubits. Sie erhilt jeweils mit Wsi:

Qubit ‘ Zustand nach Messung
100) | 100)(col0) + 1)
|01) | [01)(col1) + €1]0)
[10) | [10)(col0) — c1|1)
[11) | [11)(col1) — c1]0)
Alice sendet Messergebnis 00,01, 10 oder 11 an Bob.

4. Abhingig von Messergebnis fithrt Bob folgende Operation aus:

Fiir  |00): Bobs Qubit ist bereits im gewiinschten Zustand.
|01) NOT Operation cg|1) + ¢1]0) LN ¢0]0) + ¢1]1)
[10) Flip Operation: ¢y|0) — ¢1]1) e col0) + c1]1)

|11) Flip o NOT co|1) — 1]0) "B ¢0]0) + ¢1]1)

Beobachtung: e Alices Zustand |z) wird iibertragen, nicht kopiert.
e Es wird nur der Zustand iibertragen, kein physikalisches Qubit

e Bob benotigt Alices Messung, um |z) zu erhalten.

7.2 Superdense Coding (Bennet, Wiesner 1992)
Szenario: e Alice und Bob teilen sich ein EPR-Paar %HOO) +1(11))

e Alice & Bob besitzen einen Quantenkanal zum Ubertragen von Qubits.
Ziel: iibertrage zwei klassische Bits by, by mit Hilfe eines einzelnen Qubits.

Protokoll Superdense Codding:
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1. Abhéngig von by, by berechnet Alice:
Falls by = 1: Flip auf 1. Qubit
Falls by = 1: NOT auf 1. Qubit
bo b1 ‘ Zustand

0 0] —5(]00) +[11))
0 1 (|10> +101))
10 (|00> [11)
11 %(|10> —|01)

Alice sendet |z) an Bob.

2. Bob wendet die folgende unitére Matrix U auf |z) an.
1 0 0 1

U=Z11 0 0 -1
0 -1 1 0
2=(100) + [11)) =7 £(/00) + [10) 4 [00) — [10)) = |00) Interpretation: (by, br) = (0,0)
L (110) + [01)) == 1(]00) + [10) — 00) + [10)) = |01) Interpretation: (by, by) = (0,1)
(100) — [11)) = £(]00) + [10) — [00) + [10)) = [10) Interpretation: (bo, br) = (1,0)
L(]10) — 01)) = £(~|01) +[11) + [01) + [11)) = [11) Interpretation: (bo,b) = (1,1)
7.3 Quanten Schliisselaustausch
One-Time Pad fiir n-Bit Nachricht m = myms...m, € {0,1}"
[Alice (SK = ky ...y, € {0,1)7) | Lsulml =m & SK___ [0, (5K =k, .k, € {0.1}")]
DSK(ESK(TTL)) = Esk(m) BSK=mdSKPSK =m
Szenario: e Alice und Bob besitzen Quantenkanal

e Alice und Bob besitzen authentisierten klassischen Kanal

e Kanile werden belauscht und manipuliert durch Eve.

Ziel: Austausch von n klassischen Bits, so dass

e Eve durch Belauschen keine Information erhlt

e Manipulation von Eve entdeckt wird

Einfache Lésung: falls Alice und Bob n EPR-Paare —= (|OO> + |11))teilen:
Messen in derselben Basis |0), |1) liefert n 1dent15che Zufallsbits.

Definition(Z und X-Basis): Wir nennen |0), |1) die Z-Basis des C?
Die Basis —(0) + [1)), 75(|0) — |1)), die durch Anwendung von W5 auf die Basisvektoren der
Z-Basis entsteht, bezeichnen wir als X-Basis.

Beobachtung: e Messung von —= (\0) + 1)) in Z-Basis liefert |0), 1) jeweils mit Ws.1.
e Messung von |0) oder |1) in X-Basis liefert (|O> + |1)) jeweils mit Ws.3.
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