Wiederholung

Korper K

o (K,+), (K\{0},*) abelsche Gruppen, Distributivitat

2 Nullteilerfrei

o F, = (Z,,+,*) ist endlicher Korper fur primes p

o f(x) € K[x] mit grad(f)=n hat hochstens n Nullstellen

Eigenschaften von multiplikativen Gruppen
0 ak=1 < ord(a) | k
o ord(ab) = ord(a)*ord(b) fir ggT(ord(a), ord(b))
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Multiplikativitat der Ordnung

Lemma: Sei G eine abelsche Gruppe und a,b € G mit
ggT(ord(a), ord(b))=1. Dann gilt: ord(ab) = ord(a)*ord(b).

(ab)ord(a)*ord(b) — (aord(a))ord(b) * (bord(b))ord(a) =1
= ord(ab) | ord(a)*ord(b)
Ann: ord(ab)*k = ord(a)*ord(b) mit k>1
o ODbdA k‘=ggT(ord(a),k)>1 mit k* | k.
= 1= (ab)ord(a)*ord(b)/k‘
— aord(a)*ord(b)/k‘ * (bord(b))ord(a)/k‘ — aord(a)*ord(b)/k‘
= ord(a) | ord(a)/k*ord(b) (ggT(ord(a), ord(b)) = 1)
= ord(a) | ord(a)/k’ (Widerspruch wegen k'>1)
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Elementordnung | max. Elementordnung

Satz: Sel G eine endliche abelsche Gruppe und a ein Element mit
maximaler Ordnung. Dann gilt ftr alle b € G:

ord(b) | ord(a).

Ann: ord(b) 1 ord(a)
= 3 Primzahl p und ein i € N, mit
p'*! | ord(b) und p' | ord(a) und p'{ ord(a)
Definiere a‘ = aP' und b* = pord®)p"™,
= ord(a") = ord(a)/p' und ord(b*)=p'1.

Wegen p 1 ord(a’) gilt ggT(ord(a‘), ord(b‘)) = 1.

= ord(a‘b‘) = ord(a)*p > ord(a)
(Widerspruch zur Maximalitat von ord(a))
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K™ ist zyklisch.

Satz: Sei K ein endlicher Kérper. Dann ist die multiplikative
Gruppe (K\{0},*) zyklisch.

Sei a Element mit maximaler Ordnung in K’=K\{0}.
o Satz von Lagrange: ord(a)| |K*].

Betrachten Polynom p(x)=xcrd@)-1.

o Wegen ord(b) | ord(a) fur alle b € K™ gilt p(b)=0.

o Damit hat p(x) genau |K’| viele Nullstellen.

o Jedes Polynom vom Grad ord(a) hat hochstens ord(a) Nullstellen.
= |K’| < ord(a).
= ord(a) = |K’|
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Anzahl der Generatoren

Satz: Sei K ein Korper mit g Elementen. Dann hat K
genau ¢(g-1) viele Generatoren.

K* ist zyklisch, besitzt also einen Generator a:
o K={a, a? as, ..., akl}

Zeigen al Generator < ggT(j, |[K*]) =1
(Ubungsaufgabe)

o Esgilt [{j € Z{[K*[} | 99T(, [K*)=1} = &(IK*]) = ¢(a-1).
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Beispiel: Z,,*

(Z,,*) ist zyklisch und hat ¢(10)=(2-1)(5-1)=4 Generatoren.
Man beachte: a Generator < a?Nk = 1 fur alle Teiler k von ¢(N).
2 ist Generator, da 2%=4 und 2°=(-1).

Z,, ={1,3,7,9}.

Damit sind 23=8, 27=7 und 2°=6 ebenfalls Generatoren:

Algorithmus zum Finden von Generatoren in Z;*
(bei bekannter Primfaktorzerlegung von #(p-1))

Wahle a € Z,* zufallig.
Fir alle Teiler k von ¢(p-1): Falls a¢®-Vk = 1, gehe zu Schritt 1.

Erwartete Anzahl von Iterationen: p-1/¢(p-1).
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Teilbarkeitsbegritt fiir Polynome

Sei K ein Koérper und f(x), g(x), m(x) € K[x].
(K[x],+,*) ist ein Ring.
Bendtigen multiplikative Inverse fir Korpereigenschatft

9(x) | f(x) < 3 h(x)e K[x]: g(x) * h(x) = 1(x)

f(x) = g(x) mod 7(x) < 7(x) | f(x) - 9(x)

o Erhalten analog zu den ganzen Zahlen Aquivalenzklassen.

o Reprasentanten der Aquivalenzklassen bei Reduktion mit 7(x):
R = {f(x) | grad(f) < grad(r) }

o Sei K endlicher Kérper mit p Elementen und grad(x)=n: |R|=p".

Notation K[x]/(m(X)).

ggT(f(x),g(x)) =d(X) < d(x) hat maximalen Grad unter allen Teilern
von f(x), g(x)
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Erweiterter Euklidischer Algorithmus

Erweiterter Euklidischer Algorithmus (EEA) flr Polynome

Eingabe: a(x),b(x) € K[x]
If (b=0) return (a,1,0)
(d',r',s") «+ EEA(b, a mod b)
(d,r,s) < (d',s',r'-|a/b|s")
Ausgabe: d(x) = ggT(a(x),b(x)) = r(x)a(x)+s(x)b(x)

Korrektheit: analog zu N.
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‘ Beispiel goT(x7+2x*-1, x*+x) in Z;[x]

X3+2x2-1

X2+X

X2+X

2X-1

2X-1

0

= ggT(a(x), b(x)) = 2x-1

o Beachte: ggT(a,b) eindeutig bis auf Multiplikation mit acZ;*:
2*(2x-1) = x+1 ist ebenfalls Teiler von a(x),b(x),
denn (-1) ist Nullstelle von beiden Polynomen.

= ggT(a(x),b(x)= r(x)*a(x) + s(x)*b(x)

= x3+2x2-1 — (X+1)(x?+x) = -x-1 = 2x-1
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Irreduzible Polynome

Sei m(X)=m,(X)*m,(X) € K[x] mit 1 < grad(m,(X)), grad(m,(x)) < grad(m(x)).
Dann gilt m,(x)*m,(x) = 0 in K[x]/(m(X)).

= K[X]/(w(x)) ist kein Korper fur nicht-trivial zerlegbare 7(x).
Def: Sei K ein Kdrper, n(x) € K[X].
w(X) heisst irreduzibel Gber K genau dann, wenn

m(X) = m(X)*m,(X) mit m,(X),m,(X) € K[X] = grad(m,)=0 oder grad(m,)=0.

Andernfalls heisst 7(x) reduzibel.
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Beispiel x*+1

Polynom f(x) = (x2+1):

Irreduzibel Gber R

o f(x)>O0furallexeR

Reduzibel Gber C

o f(x) = (x+i)(x-i)

Irreduzibel Uber Z,

o 0,1,2 sind keine Nullstellen von p(x) in Zs.
Reduzibel tber 7Z,

o f(x) = (x+1)(x+1)
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Galoiskorper

Satz: Sei K ein Korper mit p Elementen und W(?G KHX]] irreduzibel
uber K mit Grad n. Sei g=p". Dann ist F n=F =K[X]/(7(x)) ein
Kdrper mit g Elementen.

F, wird oft auch mit GF(q) bezeichnet.

(K[x]/(7(x)),+) abelsche Gruppe
o Definiere H={t(x)*m(x) | t(x) € K[x]}.
o Hist Untergruppe von K[x].
o Faktorgruppe K[x]/H = K[x]/(7(X))
(K[X]\{0}/(7(x)),*) abelsche Gruppe
o Abgeschlossenheit: Seien f(x), g(x) € K[x]\{0}.
Ann.: f(x)*g(x) = 0 mod 7(x)
= mw(X) | f(X)*g(X) = =(x) | f(x) oder w(x) | g(x) (Widerspruch: f,g = 0)
o Berechnen von Inversen: EEA flr Polynome.
Distributivgesetz: nachrechnen
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Beispiel I,

Korper [F,2= IF,:
o Korpererweiterung des Grundkorpers F,
o w(x) = (x*+x+1) ist irreduzibel Uber F,, wegen 7(0) = «(1) = 1.

Elemente von F,: {0,1,x,x+1}
o Inverses von x: EEA(X,m(X)) liefert 1*(x°+x+1) + x*(x+1) = 1
= X*(x*1) = 1 mod 7(X)
o Alternativ: Lose Gleichungssystem in a,b im F,[x]/(x2+x+1):
(ax+b)*(x+1) = 1 & (ax?*+(at+b)x+b) =1
& (a(x+l)+(atb)x+b) =1
& (bx+(atb))=1
= b=0 und a+b=1, d.h. a=1. D.h. x ist das Inverse von x+1.

F, hat ¢(3)=2 Generatoren: x und x+1.
0 x?=x+1, x3=1 und (x+1)?=x, (x+1)3=1
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Damit bleibt mir nur folgender Wunsch ...

FROHE WEIHMNACHTEN

Ein frohes Fest und einen guten Rutsch!
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