Wiederholung

Endliche Korper K
o K ist zyklisch.
o K" mit g Elementen hat ¢(g-1) Generatoren

Von ganzen Zahlen zu Polynomen
o EEA fur Polynome
o Primzahlen versus irreduzible Polynome

Endliche Korper mit g=p" Elementen, p prim
o Sei K endlicher Kérper mit p Elementen.

o Sei w(x) irreduzibles Polynome vom Grad n.
a  Fy=Fn=KI[x]/x(x) ist endlicher Korper mit g Elementen.
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Beispiel I,

Korper [F,2= IF,:
o Korpererweiterung des Grundkorpers F,
o w(x) = (x*+x+1) ist irreduzibel Uber F,, wegen 7(0) = «(1) = 1.

Reprasentanten von F,: {0,1,x,x+1}
o Inverses von x: EEA(X,m(X)) liefert 1*(x°+x+1) + x*(x+1) = 1
= X*(x*1) = 1 mod 7(X)
o Alternativ: Lose Gleichungssystem in a,b im F,[x]/(x2+x+1):
(ax+b)*(x+1) = 1 & (ax?*+(at+b)x+b) =1
& (a(x+l)+(atb)x+b) =1
& (bx+(atb))=1
= b=0 und a+b=1, d.h. a=1. D.h. x ist das Inverse von x+1.

F, hat ¢(3)=2 Generatoren: x und x+1.
0 x?=x+1, x3=1 und (x+1)?=x, (x+1)3=1
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Existenz der Galoiskorper Fpn

Satz: Fur jedes prime p und jedes neN gibt es ein irreduzibles
Polynom vom Grad n Uber F,.

Korollar: Fir jedes prime p und jedes n € N gibt es einen
Korper F,n mit p” Elementen.

Je zwei endliche Koérper mit gleicher Ordnung sind isomorph.
(ohne Beweis)
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Algorithmendesign: Divide & Conquer

Bisher schon verwendet:
Multiplikation von zwei n-Bit Zahlen in O(n'9923).
Schnelle Fouriertransformation (FFT):
Auswerten eines Polynoms vom Grad n an n Stellen in O(n logn).

Divide & Conquer Paradigma:

Divide: Teile das Probleme in Subprobleme gleicher Struktur auf.
Conquer:

= Ldse die Subprobleme rekursiv. Sofern die GrolRe der Subprobleme
hinreichend klein ist, verwende trivialen Algorithmus.

m Kombiniere die Losung der Subprobleme zur Lésung des Originalproblems
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Idee der Binaren Suche

Gegeben:
Array a[l..n] mit a[l1]<a[2]<....<a[n]
Element x

Gesucht:
I mit x=a[i] oder O falls x=al[i] fur alle i

Vereinfachende Annahme: n=2k,

Divide: Teile Array a[l1..n] in zwei Teilarrays a[1..n/2] und a[n/2+1..n] gleicher
Grole.
Conquer:

Falls x< a[n/2], dann kann x nur im linken Teilarray sein.

Falls x> a[n/2], dann kann x nur im rechten Teilarray sein.

Es genigt, das Problem im jeweiligen Teilarray zu I6sen.

Kombination: Korrekte Verwaltung der Indizes.

08.01.2008



Binare Suche

Algorithmus Binare-Suche
Initialer Aufruf: Binare-Suche(a,1,n,x)

Eingabe: Aufsteigend sortiertes Array a, |, r, x
If (I=r) then
If x = a[r] then return r;
else return O;
else
Lom<« I+ |(r-1)/2];
2. If x <a[m] then Binare-Suche(a,l,m,x)
3. else Binare-Suche(a,m+1,r,x)
Ausgabe: i mit x=a]i] oder O falls x = a[i] fur alle i

nNo=

Korrekthelt: klar
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Laufzeit Binare Suche

Satz: Die binadre Suche bendétigt fur Arrays der Lange n=2k
genau k+1=log n+1 Elementvergleiche.

Induktion Uber k:
k=0,d.h. n=1: Ein Vergleich in Schritt 1.1.
k-1 — k:
o Ein Vergleich: x < a[m]
o Teilen Array der GroR3e n=2% in Array der GroRRe n/2=2k1,
o IV: Bendtigen (k-1)+1 Vergleiche flr neues Array
o Insgesamt: k+1 = log n+1 Vergleiche.

Fir beliebiges n: [log n|+1 durch ,Auffillen” auf ndchste 2er-Potenz.
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Sortieren von n Elementen

Problem: Sortiere Array a[l..n] aufsteigend.

Algorithmus Insertion-Sort:
Eingabe: a[l..n]
Fori=2tondo
1, [* Sortiere a[i] in a[1..i-1] ein. */

2. merk < a[i]; j « i-1;

3. while (j>0 and merk<alj]) do
afj+1] < al[il; j--;

a. afj+1] <+ merk;

Ausgabe: a[l..n] mit a[1] < a[2] < ... < a[n]

Korrektheit:

Im i-ten Schritt gilt a[1] < ...< a[i], d.h. fur i=n ist das Array sortiert.
Laufzeit:

In der i-ten Iteration: hochstens i-1 Vergleiche

Gesamtzahl Vergleiche: héchstens ¥2*(n-1)n = O(n?)

Beachte: best-case n-1 = O(n) Vergleiche
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Divide & Conquer Version

Formulierung von Insertion-Sort mittels Divide & Conquer:

Divide: Splitte a[l1..n] in a[1..n-1] und a[n]
Conquer:
= Sortiere a[l1..n-1] rekursiv. Abbruch fur a[1].
= Kombiniere: Sortiere a[n] in sortiertem a[1..n-1] ein.

Laufzeit: Anzahl der Vergleiche: T(1) = 0 Vergleiche,

T(n) <T(n-1) +n-1 < T(n-2)+n-2+n-1
<...
<T@A)+1+2+..+n1=%¥*n(n-1)
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Merge-Sort

Merge-Sort: Losung mittels Divide & Conquer Strategie
Vereinfachende Annahme: n=2k

Divide:
Telle das Array der Lange n in zwei Teilarrays der Lange n/2.
Conquer:

= Sortiere die Tellarrays rekursiv. Abbruch far Arraylange 1.

= Kombiniere: Verschmelze (=merge) zwei sortierte Teilarrays zu
einem sortierten Array.
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Mergen von zwel Arrays

Algorithmus Merge
Eingabe: a[l..m], afm+1..r] aufsteigend sortiert
pl < I; p2 + m+1; i+ 1;
while (p1 < mand p2 <r) do
1. If (a[pl]<a[p2]) then b[i] < a[pl], p1l < pl+1;

2, else b[i] « a[p2]; p2 + p2+1;

3. |+ i+1;
if (p1 <m) Kopiere a[pl..m] nach b[i..r-I+1].
else Kopiere a[p2..r] nach b[i..r-1+1].

Kopiere b nach all...r].
Ausgabe: a[l..r] aufsteigend sortiert.

Korrektheit:
Array b enthalte i Elemente.
Dann qilt b[i] < a[j] far j=p1,...,m und j=p2,...,r
Laufzeit:
Hochstens r-l Vergleiche, d.h. linear in der Intervalllange.
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Mergesort

Algorithmus Mergesort
Eingabe: a[l..n], I, r
If I<r then
m <« |+ [(r-1)/2]
Mergesort(a, |, m);
Mergesort(a, m+1, r);
Merge(a[l..m], a[m+1..r])
Ausgabe: a[l..n] aufsteigend sortiert

w NP

»

Korrektheit: klar
Laufzeit: T(n) = 2*T(n/2) + O(n) mit T(1) = O(1)
= T(n) = O(n logn)

Best-case ebenfalls ©(n logn).
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Quicksort

Divide:
o Wahle Pivotelement p=a[i] flr ein i< [n].
0 Partitioniere das Array a[1] in zwei nicht-leere Teilarrays a[l..j], a[j+1..n] mit
alk] < p fur k=1..j
alk] > p far k=j+1..n
Conqguer:
o Sortiere Teilarrays rekursiv.
0 Kombination der Teilarrays: nichts zu tun.

Algorithmus Quicksort
Initialer Aufruf: Quicksort(a,1,n)
Eingabe: a[l..n], I, r
If (I <r)then
1. ]« Partition(a,l,r);

Quicksort(a, 1, j)
Quicksort(a, j+1, r)

Ausgabe: a[l..n] sortiert.
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Partitionierung

Algorithmus Partition
Eingabe: a[l..r]
x < all]; [*Pivotelement ist Element an linker Arraygrenze?*/
| < I-1; j < r+1;
while TRUE do
repeat (i < i+1) until afi] > x;
repeat (j < j-1) until a[j] < x;
if(i <j) vertausche a[i] + a[j];
else return ;
Ausgabe: j mit a[l],..a[j]] < xund x < a[j+1],...,a][r]

A w DR

Korrektheit:
a[l..i-1] enthalt stets nur Elemente < x.
a[j+1..r] enthalt stets nur Elemente > x.
Abbruch fari > |.
Laufzeit:
Maximal r-1+1 Vergleiche, d.h. linear in der Intervalllange
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Figenschaften von Quicksort

Laufzeit:
worst-case: T(n) =T(1) + T(n-1) + O(n) = O(n?)
best-case: T(n)=2T(n/2) + O(n) = O(n logn)
average-case:
Ebenfalls O(n logn) bei zuféalliger Wahl des Pivotelement.

Verhalten in der Praxis:

Kleine Konstante in O-Notation, oft der schnellste Algorithmus.
Bendtigt keinen zusatzlichen Speicherplatz.
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