Kleiner Schreibfehler

Aufgabe 12.3:
Ursprunglich fehlerhaft: 2p, < B

Mitterwelle korrigiert: 2w; < B
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Wiederholung

L6sen von linearen Rekursionsgleichungen
Homogen, 1. Ordnung
Inhomogen, 1. Ordnung

Master-Theorem
T(n) = a*T(n/b) + f(n)
Vergleich: Asymptotisches Wachstum von f(n) und n'o92,
Dominierende Kosten im Rekursionsbaum:
o Blatter, alle Ebenen oder Wurzel
Beispiele: Mergesort, FFT, Binare Suche, etc.
Nicht immer anwendbar
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Formale Potenzreithen

Rekursionsgleichungen beschreiben Folgen
0 (@)hso0=ap g, Ay as, ...

Formale Potenzreihe: Multipliziere a; mit x;

O ap+aX+ax®+a...

Erzeugende Funktion der Folge (a,),-

0 AX) =00 a,X" -

Notationen und Konventionen:
Koeffizient a, von x" in A(x): [X"] A(X)
a,=a,=...=0
Suchen geschlossene Darstellung fir

o A(x) als Funktion von x
o a, als Funktion von n

Vorteil: Rechnen mit geschlossenen Darstellungen ist einfach.
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Addition/Multiplikation mit Konstanten

Seien (a,), - o (b,), o Folgen, c,d Konstanten und
c,=c*a, +d*b, furallen >0

Dann gilt:

C(X) =2, -, (c*a, + d*b )x"
= C*_Zn >0 aan + d*Zn >0 ann
= c*A(X) + d*B(X)
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Multiplikation

Seien A(x), B(x) erzeugende Funktionen.

A(z) -B(z) = [ D) anz™ | | ) bpa"
n>0 n>0
n
—_ Z Z akbn_k CBn
n>0 \k=0

Entspricht Folge: (c,), - o mitc, = >"._, a, b, fur alle n > 0.

o (Cy)nsonennt man Faltung oder Konvolution der Folgen (a,), >0 (Bp)n = o
Interessante Spezialfalle:

Shift B(x) =x™:c,=a,, d.h. c,=a,, C,,,=a;, USW.

o Liefert Shift der Folge (a,),, -~ o Um m nach rechts

o Auffullen von links mit 0.

Kumulative Summe B(X) = 2, o X™ C, = 2" a,

o Liefert Summe der ersten n Folgenglieder von (a,), -
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Beispiel: Verschieben nach rechts

Def: Die erzeugende Funktion G(x)=2., - (X" der Einserfolge 1,1,1,...
bezeichnet man als geometrische Reihe.

Bsp: Subtrahieren von der Einserfolge die um m nach rechts
verschobene Einserfolge.

Um m nach rechts verschoben: x™*G(x). Erhalten
G(X) = X™G(X) = 25 o X" = X" 2 5 o X"
= ZHZO X" - Zan X" = anom—l X"
Entspricht der Folge aus m Einsen, sonst Nullen:
1,1,...,1,0,0,...
201 X"ist die endliche geometrische Reihe mit m Elementen.
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Verschieben, Alternieren, Koetfizienten

ay,8,,85,... > A, Aiqs Ao, ... MIttElS

A(z) —ag— a1z — ... —apy_12™m 1 — 3 -
— anX

m __ n
— E : An+mL
n>m n>0

ay,8,,8,,85,... > ay,-a4,8,,-83,... Mittels
A(—z) = > ap(—2)" = > (—1)"anz"
n>0 n>0

ay, 44, &y, 8s,... > 44, 28,, 385, 48,,... Mittels

diA(x) = > napz™” e = > (n+1ayy12"

n>1 n>0
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Invertieren von Potenzreithen

Def: A(X) ist invers zu B(x), falls A(x)*B(x) = 1
Beachte: Potenzreihe 1 reprasentiert die Folge (c,), - o= 1,0,0,0,...

Satz: Inverses von (a,),s o existiert < a, = 0.

. Sel (b)), o Invers zu (a,), - o
Co = 8y*by=1=a,=0.

~=": Existenz von b, per Induktion Gber n:
|A n=0:
Co=1 = by = 1/a,. (existiert wegen a, = 0)
IS n-1 — n:
0=C,=24=0" &b
= b, = -1/(ay)* (X1 abi) (existiert wegen a, # 0)
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Geometrische Rethe

Geschlossene Form der geometrischen Reihe 1,1,1,...
Inverses von A(X) =2 - o X" :
o by=1/a,=1. -
a bn— zkl =-Yn1,_o b, d.h. b,=-1, b,=b,=...=0
= (1-X)*A(X) =
= A(X) = 1/(1-x)
ist geschlossene Form der formalen Potenzreihe 2., . ; X"

Anwendungen:
Endllche geometrische Reihe:

Z "' = A(x)—x"A(x) = 1 1 1-a7

—x 1l —=x 1 —=x

Geschlossene Form der Reihe 1,2,3,4,...:

B(z) = ne" 1 = d " iAx B(x) = 1
@) n§1 az 1= R )
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Verschiedene Herleitungen

Wollen geschlossene Form far 1,0,1,0,...

Erzeugende Funktion B(x)=2 . , x*"
o Substitution x — x2 in geometrischer Reihe

= B(x) = 1/(1-x?)
1,-1,1,-1,... hat erzeugende Funktion A(-x)=1/(1+Xx)
o Kumulative Summe der Folge liefert 1,0,1,0,...

= B(x) = G(X)*A(-x) = 1/(1+x)*1/(1-x) = 1/(1-x?)
1,-1,1,-1,... hat erzeugende Funktion A(-x)=1/(1+x)
o Additionvon1,-1,1,-1,.. mit1,1,1,1,... liefert 2,0,2,0,...

= %*( 1/(1+x)+1/(1-x) ) = 1/(1-x?)
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Polyas Geldwechsel

Gegeben: Betrag n, Mlnzen 1,5,10 Cent
Gesucht: #(Mdglichkeiten), n mit den Mlnzen zu zahlen

Folge (@), - o

o a, Ist #(Maoglichkeiten), Betrag n mit 1-Cent MUnzen zu zahlen
o (@)h=0=1111,...

0 AX) = 2,5 o X" =1/(1-x)

Folge (b,), - o

o b, ist #(M0Oglichkeiten), Betrag n mit 5-Cent MUnzen zu zahlen
o (by)n-0=10,00010,00,0,1,...

0 B(X) =2, X" =1/(1-x°)

Analog Folge (), > o: C(X) = 2, = o X0 = 1/(1-x19)
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Divide & Conquer LLosung

Zahlen n mittels k 1-Cent und n-k 5-Cent:
= 2y=0" A bk

D.h. Faltung/Konvolution von (a,), - o Mit (b,),, > o
[X"] A(X)*B(x) ist Koeffizient von x" im Produkt
o [X"] A(X)*B(x) = #(Mo6glichkeiten), n mit 1- und 5-Cent zu zahlen.

Zusatzlich 10-Cent MlUnzen
o AX)*B(X)*C(x) = 1/(1-x) * 1/(1-x°) * 1/(1-x19)
o [X"] AX)*B(X)*C(x) = #(Moglichkeiten), n mit 1-,5- und 10-Cent zu zahlen.
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l.0sen von Rekursionen

Rekursion: a, =a,; + 1 fur n>1 und a,=1

Alz) = > anz"=apo+ ) (ap_1+1)z"

n>0 n>1

= 14z ) a, 1z 1 4+ > a”

n>1 n>1

xZanazn—F Zazn

n>0 n>0

1

— x-A(a:)—I—l—ix = A@) = G

Wissen, dassm Yps>1natLfir 1,2,3,.

= Y apz” = (1 =) nz" "= > (nt+l)z"

n>0 n>1 n>0

Koeffizientenvergleich: a, = n+1 fur alle n > 0.
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Allgemeine Strategie

Aufstellen der erzeugenden Fkt. A(X)=2, - ¢ a,x"
Einsetzen von Anfangswerten und Rekursionsgleichung.
Stelle alle a,, durch A(x) dar.
Auflosen nach A(x) liefert geschlossene Form A(x)=f(x).
Formulierung von f(x) als formale Potenzreihe
= Hilfsmittel: Partialbruchzerlegung
Koeffizientenvergleich: Ablesen von geschlossener Form flr a,

23.01.2008 14



	Kleiner Schreibfehler
	Wiederholung
	Formale Potenzreihen
	Addition/Multiplikation mit Konstanten
	Multiplikation
	Beispiel: Verschieben nach rechts
	Verschieben, Alternieren, Koeffizienten
	Invertieren von Potenzreihen
	Geometrische Reihe
	Verschiedene Herleitungen
	Polyas Geldwechsel
	Divide & Conquer Lösung
	Lösen von Rekursionen
	Allgemeine Strategie

