Invertieren von Potenzreihen

@ Sei E(x) die Erzeugende Funktion der Reihe 1,0,0,0,.. ..
@ E(x) ist neutrales Element der Multiplikation von Potenzreihen.

Definition Inverses einer Potenzreihe

Sei A(x), B(x) formale Potenzreihen. A(x) ist invers zu B(x) falls
A(x)B(x) = E(x).

Satz Existenz von Inversen

Sei K ein Kérper. Sei A(x) die Erzeugende Funktion von (ap),>0 mit
ap € K. Das Inverse von A(x) existiert gdw ap # 0.

Beweis:
@ , = “:Sei B(x) invers zu A(x).
@ Dann gilt [xp]A(x)B(x) = apbg = 1, d.h. gy # 0.
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Geometrische Reihe
Beweis: Fortsetzung
@ , < “: Wir zeigen die Existenz von b, per Induktion Uber n.
@ IAfirn=0: by = alo existiert wegen ag # 0.
@ IS n—1 — n: Wir benégtigen >} _, akbp_x = 0.
@ Damit gilt b, = —alo S h_y akbn_k-

Anwendung:
@ Suchen geschlossene Form der geometrischen Reihe 1,1,1,...
@ Dazu bestimmen wir das Inverse B(x) von G(x) = >_ o X"

@ Esgilt by = & = 1. Fernerist by = — >0y by« = — >4 b
@ Dies liefert by = (—1)und by = bs =... =0.

@ Damit folgt (1 — x)G(x) = 1.

@ Wir erhalten die bekannte geschlossene Form G(x) = ﬂfx

@ Warnung: Wir vernachlassigen hier den sog. Konvergenzradius.

DiMa | - Vorlesung 27 - 27.01.2009 Potenzreihen, Partialbruchzerlegung, geschlossene Form 323/348



Weitere geschlossene Formen

Geschlossene Formen:
@ Endliche geometrische Reihe
Mo X" = G(x) — xMG(x) = 115 — xMity =
@ Reihe 1,2,3,4,...
B(X):Zn21nxn 1:den>0X :g(G( x), d-h. B(x) = (117’()2

Verschiedene Herleitungen der geschlossenen Form von 1,0,1,0, ...
@ Mittels Erzeugende Funktion B(x) = >, X*".

» Wir substitutieren x H x? in der geometrischen Reihe.
» Dies liefert B(x) = x2

@ Kumulative Summe der Folge 1,—1,1,—1 liefert 1,0,1,0,...
» 1,—1,1,—1,... besitzt die Erzeugende Funktion G(—x) = LX
» D.h. B(x) = G(X)G(—X) = 115 - 75 = 152

@ Additionvon1,—-1,1,—-1,...mit1,1,1,1,...liefert2,0,2,0,...
» 1,—-1,1,—1,... besitzt die Erzeugende Funktion G(—x) =

> Dh.B(x) =} (5 +75) = -
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Polyas Geldwechsel

Definition Polyas Geldwechselproblem

Gegeben: Betrag n Cent, Minzen 1,5, 10 Cent
Gesucht:  #(Moglichkeiten), n mit den Miinzen zu zahlen

Lésungsansatz:
@ Sei a, die Anzahl Méglichkeiten, n mit 1-Cent Miinzen zu zahlen.
@ Wir erhalten die Folge (an)n>0 = 1,1,1,1,...

@ Erzeugende Funktion von (@p)nso ist A(X) = 3,00 X" = 1.
@ Sei b, die Anzahl Méglichkeiten, n mit 5-Cent Ml'J_nzen zu zahlen.
@ Dann gilt (bn)p>0 =1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1,0,....

@ Die Erzeugende Funktion ist B(x) = >~ X"

_ 1
T 1—x5

@ Analog definieren wir C(x) = ﬁ far 10-Cent Milnzen.
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Divide and Conquer Lésung

Divide and Conquer fiir Polyas Geldwechselproblem:

@ Betrachten zunéachst nur Zahlungen mit 1- und 5-Cent Miinzen.

@ Furk =0,...,nzahlen wir k mit 1 Cent und (n — k) mit 5 Cent.
Dies liefert > _, akbn_k, d.h. die Faltung von (as)n>0 und (bn)n>o-
Die Faltung kénnen wir mittels Produkt A(x) - B(x) berechnen.

[x"A(x)B(x) liefert die Anzahl der Méglichkeiten, den Betrag n
mit 1-Cent und 5-Cent Munzen zu zahlen.

@ Nehmen wir noch 10-Cent hinzu, so erhalten wir
AX)B(X)C(X) = 115 - 1955 - 12

T—x5 ~ T—x10"
@ [x"A(x)B(x)C(x) ist die Lésung von Polyas Geldwechselproblem.

Ziel: Geschlossene Form fur [x"]A(x)B(x)C(x) als Funktion von n.
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Beispiel fur eine geschlossene Form

Satz Lineare Rekursion

Seiap,=a,_1+1firn>1,a =1.Danngilta, =n+1 fL']raIIenzO.J

Beweis:
@ Wir stellen die Erzeugenden Funktion A(x) geschlossen dar als

AX) Dons0@nX" =a0+ 2 1 anX" = a0 + 21 (an-1 + 1)X7
= 1T+ X2 an_1x" 1+ D onst X"
= XY ps0@n X"+ Yo X7 = X A(X) + 5

@ Auflésen nach A(x) liefert A(x) = (1—1—x)2

@ Wir kennen bereits die Reihenentwicklung (1_1—)()2 = n>1 nx"-1,
@ Einsetzen: ), anx" = (1_1—X)2 =Y et XM =30 (N + 1),
o Koeffizientenvergleich liefert geschlossene Form a, = n+ 1.
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Strategie flr geschlossene Form

Strategie zum Finden einer geschlossenen Form
@ Aufstellen der Erzeugenden Funktion A(x) = 3~ - anx”.
@ Einsetzen von Anfangswerten und Rekursionsgleichung.
© Darstellung aller a, durch A(x).
© Auflésen nach A(x) liefert eine geschlossene Form f(x).

@ Entwicklung von f(x) = Y-, fax" als formale Potenzreihe. Wir
verwenden hier als Hilfsmittel die Partialbruchzerlegung.

© Koeffizientenvergleich liefert geschlossene Form a, = f,.

DiMa | - Vorlesung 27 - 27.01.2009 Potenzreihen, Partialbruchzerlegung, geschlossene Form 328/348



Ableiten von G(x)

Lemma Partialbruchlemma
Firalle a€ R, k € Ngilt G=5r = Ypso ("R anx. J

Beweis:
@ Ableiten der geometrischen Reihe liefert -, ; nx"" =

(1-x)2"

@ Erneutes Ableiten fiihrt zu 3=, n(n — 1)x"2 = 2X)3
© k-maliges Ableiten ergibt >° -, n-...-(n—k+1)x" K = Ui‘(ﬁ

@ Daraus folgt 3~ ("J;Zk)xn = ﬁﬂ_‘

@ Wir erhalten m ano (n—;(_5;1)anxn
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Partialbruchzerlegung

Satz Partialbruchzerlegung

Seien f,g € R[x] mit f = (1 — a;x)¥ - ... (1 — a,x)* und
grad(g) < grad(f). Dann existieren g;(x),i € [r] mit grad(g;) < k; und

g(x) 91(x)

_ gr(x)
00 = Gapf T T {oami

Beweis:
@ Wir suchen g; der Form g(x) = >=7_4 Gi(X) [Tjcp 41y (1 — @%)".
@ grad(g;) < kj, d.h. jedes g; besitzt hochstens k; Koeffizienten.
@ Insgesamt gibt es >"7_, k; = grad(f) viele Koeffizienten der g;.

@ Durch Ausmultiplizieren und Koeffizientenvergleich erhalten wir
grad(f) viele Gleichungen flr unsere grad(f) viele Unbekannte.
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Bsp. Partialbruchzerlegung

Beispiel: Partialbruchzerlegung
@ g(x) = x,f(x) = x? — 1. Dies liefert den Ansatz
X __a._ + _b
x2—1 = x+1 x—1-
@ Multiplikation mit f(x) fahrt zu
x=ax—-1)+b(x+1)=(a+b)x—a+b.
@ Koeffizientenvergleich ergibt
a+b = 1
—-a+b = 0F

@ Damit erhalten wir a= b =}, d.h.
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Reflektiertes Polynom

Definition Reflektiertes Polynom

Sei f(x) = fy + fix + ... + f,x" € R[x]. Dann heift
fA(x) = f, + fo_yx + ... fyx" das reflektierte Polynom von f.

@ Esgilt fA(x) = x"- f(1). Daraus folgt f3(1) = x="- f(x).

Lemma Reflexionslemma

Sei f € R[x] mit fA(x) = (x —ay) - ... - (x — an). Dann gilt
f(x)=01—aix)-...- (1 —apx).

Beweis:
@ Esgilt
f(x)=x"R(1)=x(1—ar)-...x(1—an) = (1—aix)-...-(1—anx).
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