Partialbruchzerlegung

Beispiel: Partialbruchzerlegung
@ Seien g(x) = x und f(x) =1 — x — x2.
o fR(x) = x2 — x — 1 besitzt die beiden Nullstellen } + /1 + 1, d.h.
¢ =155 und g = 1505,
Damit gilt f(x) = (1 — ¢x)(1 — ¢x).
b

Wir erhalten den Partialoruchansatz = ¢X)(1 0= T o T 1 Tox"

@ Multiplikation mit f liefert x = (1 — ¢x)a+ (1 — ¢x)b.
. . .| —pa—ob = 1
@ Koeffizientenvergleich ergibt ath — 0

Dies impliziert a= -~ = = =—b.

¢—¢
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Fibonacci-Rekursion

Satz Formel fir Fibonacci-Zahlen
Sei Fo = 0,F =1und F, = F,_1 + Fp_o fir n > 2. Dann gilt

-3 (- ).

Beweis:
@ Einsetzen von F(x) = }_,.o Fax" in die Rekursionsgleichung

F(x) = Fo+ Fix+3 050 FoX" = X+ 3 0o p(Ft + Fr2)x”
@ Wir stellen die Summen wieder durch F(x) dar.

F(x) = x+ XZn21 Fpox" 4 x2 ano nX
= x+x(F(x) - F0)+x2F( x) = x + F(x)(x + x?).
@ Aufldsen nach F(x) ergibt F(x) =
@ Partialbruchzerlegung F(x) = 17¢X + 1_¢X mita=(-b) = —
@ Partialbruchlemma liefert F(x) = a)_,~o(¢x)" + b ,~o(¢x)".
@ Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir Fp, = % (¢" - o).

1xx2
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Wahrscheinlichkeitsraum

Definition Wahrscheinlichkeitsraum

Seien wq,wo, ... Elementareignisse mit Wahrscheinlichkeiten

0 < Pr[wq], Prlws], ... < 1. Wir bezeichnen Q = {wq,w», ...} als
Ergebnismenge. Q2 definiert einen diskreten Wahrscheinlichkeitsraum
falls >, cq Prlw] =1.

Eine Teilmenge E C Q heif3t Ereignis mit PrE] := g Pr(w].

Beispiel: Fairer Wrfel
@ w; = i,i € [6] bezeichnen die Elementarereignis, i zu wirfeln.
@ Der Ergebnisraum ist Q = {1,2,3,4,5,6}.
@ Bei einem fairen Wirfel gilt Pr[i] = % far alle i € [6].
@ D.h. >, o Pr[i] = 1. Damit definiert Q2 einen Wsraum.
@ Sei E = {3,6}, d.h. es wird eine durch 3 teilbare Zahl gewurfelt.
@ Dann gilt Pr[E] = Pr[3] + Pr[6] = 1.
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Beispiel Wsraum

Beispiel: Wsraum
@ Wir modellieren 2 Kartenspieler mit je 10 aus 52 Karten.
e Karten K = {Karo, Herz, Pik, Kreuz} x {2,...,10,B,D, K, A}.
@ Ergebnismenge Q = {(X,Y)C K? | XNY =10,|X|=|Y|=10}.
@ Elementareignisse (X, Y) € Q entsprechen Kartenverteilungen.
@ Esgilt Pr(w) = ﬂﬁ' firallew € Q. (Ubung: Bestimmen Sie |Q].)
@ Das Ereignis, das Spieler X vier Asse besitzt, ist

E={(X,Y) € Q| {(Karo,A),(Herz,A), (Pik,A), (Kreuz,A)} C X}.

@ FUr bessere Lesbarkeit schreiben wir oft E =“Spieler X besitzt 4
Asse.” und analog Pr[E] = Pr[“Spieler X besitzt vier Asse”.
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Unendlicher Wsraum

Problem Laufzeit von probabilistischen Las-Vegas Algorithmen

Gegeben: Algorithmus, der in jeder lteration eine Ausgabe mit
Ws von p € (0, 1) liefert.
Gesucht: Ws, dass genau i Iterationen durchgeflihrt werden.

Modellierung als unendlicher Wsraum

@ Sei w;, i € N das Elementarereignis, das genau i lterationen des
Algorithmus durchgefiihrt werden.

@ Die Ergebnismenge Q = {w1, wo, ...} ist unendlich.
@ Fir w; bendtigt man zunachst i — 1 Misserfolge, dann Erfolg.
@ D.h. Prlw;] = (1 — p)'~' p. Damit definiert Q einen Wsraum, denn

SeaPrlel = Sini(1=p) P = p iy (1-p) = pr 1=y = 1.
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Additionslemma und Gegenereignis

Lemma Additionslemma
Sei Q ein Wsraum. Fir paarweise disjunkte A¢, ..., A, C Q gilt

PriUL All = >iLq Pr{A].

Beweis:
© PrlUlLy Al = X ca, Prla + ... + X 4ca, Prlal = X0 PrlA].

Lemma Gegenereignis

Sei Q2 ein Wsraum. Sei A C Q mit Gegenereignis A=Q\ A. Dann gilt
Pr{A] =1 — Pr[A].

Beweis:
o Pr{A] + Pr[A] = PrlAU A] = Pr[Q] = 1.
@ Daraus folgt Pr[A] = 1 — Pr[A].
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Teilereignisse

Lemma Teilereignis
Sei Q ein Wsraum und A, B € Q mit A C B. Dann gilt Pr[A] < Pr[B]. J

Beweis:
@ Pr[B] = Pr[AU (BN A)] = Pr[A] + Pr[BN A] > Pr[A].

DiMa | - Vorlesung 28 - 28.01.2009 Fibonacci-Zahlen, Wahrscheinlichkeitsraum, Bedingte Wahrscheinlichkeit 339/348



Inklusion/Exklusion fir nicht-disjunkte Ereignisse

Satz Additionsformel
Sei Q2 ein Wsraum mit Ereignissen Ay, ..., As. Dann gilt

PriU™, Al =371, PrIA] =21 < <iy<n PrIA DAL+ A(=1)"TPriAiN. .. Ay

Beweis:

@ Wir zeigen nur n = 2, fir allg. n folgt der Beweis per Induktion.
@ D.h. zu zeigen ist Pr[A; U Az] = Pr[A¢] + Pr[Az] — Pr[A; N Ag].
@ Sei B= A\ Az. Dann sind B und Ay N A, disjunkt.

@ Damit gilt Pr[A;] = Pr[BU (A1 N Ay)] = Pr[B] + Pr[A; N Ag].

@ Es folgt

Pr{A; UAs] = PI[BU Ag] = Pr[B] + Pr[As]
= PT[A1] — Pr[A1 N A2] + PI’[AQ]
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Boolesche Ungleichung

Satz Boolesche Ungleichung
Sei Q ein Wsraum mit Ereignissen Ay, ..., A,. Dann gilt

PriUL; Al < X7, PriA].

Beweis:
@ Sei B = JL, A;. Dann folgt
Pr[B] = ¥ ea Prlw] < 204 Xoea, Priv] = L4 PrA]L
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Prinzip von Laplace

Definition Prinzip von Laplace

Sei Q eine Ergebnismenge. Beim Prinzip von Laplace setzen wir
Priv] = g firalle w € Q.

Anmerkung:
@ Das Prinzip von Laplace liefert eine Gleichverteilung.
@ Furalle ECQqilt Pr(E) =3 gPrw) =>"ck |1?\ _ |El

Q-
@ D.h. wir erhalten die Faustformel “Ginstige durch Mdgliche”.
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Bedingte Wahrscheinlichkeit

Definition Bedingte Wahrscheinlichkeit

Sei Q2 ein Wsraum mit A, B C Q und Pr[B] > 0. Dann definieren wir die

bedingte Wahrscheinlichkeit Pr{A|B] := Zlazdl.

Anmerkungen:
@ Pr[A|B] bezeichnet die Wahrscheinlichkeit, dass Ereignis A eintrifft
unter der Bedingung dass Ereignis B eintrifft.
@ Es folgt Pr[An B] = Pr[A|B] - Pr[B] = Pr[B|A] - Pr[A].
@ Ferner gilt Pr[A|A] = 1 und Pr[A|A] = 0.
0 firw ¢ B

@ Es qilt Prjw|B] = {P ol .
P:{B% firw e B

@ D.h. fir w € B wird der Wsraum mit dem Faktor ﬁ skaliert.
@ Dies liefert einen Wsraum, denn

PriwnB Pr(B
> wea Priw(Bl = > uca gr[r;] = Pr1[B] 2 wes Priw] = P:{B% =1
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Beispiel bedingte Wahrscheinlichkeiten

Beispiel:
@ Wir betrachten einen Laplace-Wiurfel mit Wsraum Q = [6].
@ Sei A ="Augenzahl ist durch 3 teilbar”.

Sei B =“Augenzahl ist gréBer als 2”.

Pr{AN B] = {fgﬁ}\ — 1und pr[B] _ I8, l{s458) ol _2

Damit folgt Pr[A|B] = Pgﬁgf] =1.3=1
Der Skalierungsfaktor ﬁ ist 3.

°
°
°
@ Alternativ kdnnen wir Pr[A|B] wie folgt bestimmen.
°
°

Falls B eintritt, verandert dies den Wsraum zu Q' = {3, 4,5, 6}.

Damit gilt Pr[A|B] = L& 6|}|

@ Wir betrachten ein weiteres Beispiel aus der Kryptographie.

@ Perfekte Sicherheit wird in der Kryptographie definiert als
Pr[Klartext ist p] = Pr[Klartext ist p | Chiffretext ist c].

@ D.h. c liefert keine Information Uber das zugrundeliegende p.
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