Paarweise Unabhangigkeit vs. Unabhangigkeit

Beispiel: Wir betrachten das Szenario von zuvor.
@ Wissen bereits, dass Ay, A> und Aq, B unabhéangig sind.
@ Analog folgt, dass A, und B unabhéangige Ereignisse sind.
@ Frage: Was ist mit den Ereignisse A; N A und B?
@ Fir Ay N Ay sind beide Wiirfe gerade, d.h. die Summe ist gerade.
@ Damit gilt Pr[(As N Ax) N B] = 0, aber Pr[A; N Ap] - Pr[B] > 0.
@ D.h. die Ereignisse A; N Ao und B sind abhangig.

Definition Unabhangigkeit von n Ereignissen

Sei Q ein Wsraum mit Aq,..., A, € Q. Wir nennen A¢,..., A,
unabhangig, falls Pr[;c, Ai] = [I,;c, Pr[Aj] fr alle / C [n].
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Eigenschaft von Unabhangigkeit

Lemma Unabhéngige Ereignisse

Sei Q ein Wsraum mit unabh&ngigen Ereignissen Ay, ..., A,. Dann gilt
fur alle s € {0,1}" dass Pr{A]' n...NAY] = PriA]"] ... - Pr{AY],
wobei A? = A; und A,1 =A.

Beweis: per Induktion Gber die Anzahl k der Nullen in s.
@ A fir k =0, d.h. s = 1". Damit gilt
Pr[A1 N ... N Ay = Pr[Aq] - ... Pr[Aj].
@ IS k — 1 — k: s enthalte k Nullen, oBdA s; = 0. Es gilt
PriAiNAZN...NAY] = PrlAZ N...NAY] — PrlA1 N AZN...NAY].
@ Nach IV kdnnen wir dies schreiben als
Pr{A%] - ... - PriAY] — Pr[Aq] - Pr[A%] - ... - PriA}]
= (1 =Pr[A{]) - PrAZ] - ... Pr[AY]
= Pr[A]- Pr[AZ] - ... Pr[AY].
Anmerkung: Die Rickrichtung des Lemmas gilt ebenfalls.
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Unabhangigkeit der Gegenereignisse

Korollar Unabhangigkeit der Gegenereignisse

Sei Q2 ein Wsraum mit unabhangigen Ereignisse Ay, Az. Dann sind
A1, Ao und Ay, A> und Aq, Ao jeweils unabhéangig.

Beweis:
@ Aus Unabhéngigkeit von Aq, A, folgt fir s = (1,0), dass
Pr[A; N Ag] = Pr[Aq] - Pr[A;].
@ Die beiden anderen Flle folgen fur s = (0, 1) bzw. s = (0, 0).
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Schnitt, Vereinigung unabhangiger Ereignisse

Lemma Unabhangigkeit abgeschlossen unter N, U

Sei Q2 ein Wsraum mit unabhangigen Ereignisse A, B, C. Dann sind
@ An B, C unabhangig.
@ AU B, C unabhangig.

Beweis:
@ Schnitt: Es gilt

Pr[(AnB)NC] = Pr[ANBNC] = Pr[A]-Pr[B]-Pr[C] = Pr[AnB]-Pr[C].
@ Vereinigung: Es gilt

Pr(AuUB)NC] = Pr[(AnC)u(BnC)]
= PrlAnC]+Pr[BNC]-PrlAn BN C]
= (Pr[A] + Pr[B] — Pr[An B]) - Pr[C]
Pr[AuU B] - Pr[C].
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Rechnen mit unabhangigen Ereignissen

Szenario:
@ Routen Ry, R, zwischen einem Sender und einem Empfanger.
@ Ry geht durch die beiden Knoten ky, ko, R3 flhrt durch As.
@ Jeder Knoten ist unabhangig mit Ws p intakt.
@ Frage: Wie groB3 ist die Ws, dass eine der Routen verfligbar ist?

@ Sei R; =“Route i ist verfligbar” fir i =1, 2.

@ Sei K; ="Knoten j ist verflgbar” flr j € [3].

@ Dann gilt Pr[R;] = Pr[K; N Kz] = Pr[Ki] - Pr[Kz] = p2.
@ Ferner ist Pr[Ry] = p. Wir sind interessiert an

PriRiURy] = 1—-Pr[RiURy]=1— Pr[l_?1 N :EI’Q]
= 1—Pr[Ry]-Pr{Re] =1 - (1-p*)(1 - p)
p+p°+p°.
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Zufallsvariable und Dichtefunktion

Definition Zufallsvariable
Sei Q ein Wsraum. Eine Abbildung X : Q — R hei3t Zufallsvariable mit
Wertebereich Wy := X(Q) = {y e R | 3w € Q mit X(w) = y}.

Sei A= X"1(y) = {w € Q| X(w) = y}. Dann definieren wir
PriX = y] := Pr[Al und Pr[X < y] := 3", cw, x<, PrIX = x].

Beispiel: dreimaliger Minzwurf
@ Wsraum Q = {K, Z}3 flr Kopf und Zahl.
@ Y:Q— {0,1,2,3} beschreibe die Anzahl von Kopf.
@ Esgilt Pr[Y = 0] = Pr[(Z, Z, Z)] = §. Ferner gilt
PrlY =1]=Pr[(K,Z,2)|+ Pr[(Z,K,Z2)| + Pr[(Z,Z,K)] = g.
@ Analog folgern wir Pr[Y = 2] = 3 und Pr[Y = 3] = {.
@ Man beachte, dass die sogenannte Dichtefunktion fy von X mit
fx : Wx — [0,1] und x — Pr[X = x]
einen Wsraum auf Wy definiert.
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Erwartungswert

Definition Erwartungswert
Sei X eine Zufallsvariable. Der Erwartungswert von X ist definiert als

EIX]:= Xxew, X - PrIX = x],

sofern 3,y |x| - Pr[X = x] konvergiert.

Beispiel: Sei Y definiert wie auf der Folie zuvor.
@ Esgilt E[Y] =2 ,i-PrlY=i=0-J+1-3+2.343.1=
@ D.h. die erwartete Anzahl von Kopf bei 3 Minzwdurfen ist %

Nl
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Beispiel Erwartungswert

Szenario: MUnzwurfspiel in einem Spielcasino
@ Es wird eine Miinze geworfen, bis zum erstem Mal Kopf erscheint.
@ Sei k die Anzahl der Wirfe.
o Falls k — ungerade Spieler zahlt kK Euro an die B.ank .
gerade Bank zahlt k Euro an den Spieler

@ Frage: Was ist der erwartete Gewinn der Bank?

@ Wir definieren eine Zufallsvariable G : N — Z flr den Gewinn

_ k falls k ungerade
G(k) = { —k falls k gerade °

@ Es gilt Pr[“Anzahl Wiirfe ist k] = 2~% und damit

o0 - k 00 k—1
EIG] = Sty (-0 () = STk (D) =l =6
@ Man Uberprife analog die Konvergenz von
o - k oo _
SR 1K (1) = S ke (DA
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Erwartungswert muss nicht definiert sein

Beispiel:
@ Wir betrachten ein modifiziertes Spiel mit dem Gewinn
2k falls k ungerade
G(k) = { 27K falls k gerade
o Dann gilt 3352, [(—1)k-12k] . (1) = S50, 1K1,
@ D.h. E[G] ist nicht definiert, da die Summe nicht konvergiert.

@ Casino-Spiel mit einer Miinze, die mit Ws p Kopf zeigt.
@ Sei X : N — N eine Zufallsvariable fir die Anzahl der Minzwirfe.
@ Esgilt PriX = k] = (1 — p)*~"p und damit

Nk (4 kT 1 _1
E[X]—pk;k (1-p) P AR b
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Linearitat des Erwartungswerts

Satz Linearitat des Erwartungswerts
Sei X eine Zufallsvariable und a, b € R. Dann gilt

ElaX + bl =a- E[X] + b.

Beweis:
ElaX+b] = > (ax+b) PriX=x]
xe Wy
= a) x-PiX=x]+b- > PrX=x|
xeWyx xeWx
= a-E[X]+b
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Varianz und Standardabweichung

Definition Varianz und Standardabweichung

Sei X eine Zufallsvariable. Dann definieren wir die Varianz von X als
Var[X] := E[(X — E[X])?]. Mit \/Var[X] bezeichnen wir die
Standardabweichung von X.

Viel Erfolg in der Klausur am Do., den 26.02.09!
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