Wann sind Codes eindeutig entschliisselbar?

Definition Suffix
Sei C ein Code. Ein Folge s € {0, 1}* heif3t Suffix in C falls
@ 3dci.cj € C: ¢ =cjs oder

@ 3Jc € C und einen Suffix s’ in C: s’ = cs oder

© dc € C und einen Suffixs’in C:¢c = s’s.

@ Bedingung 1: Codewort ¢; lasst sich zu Codewort ¢; erweitern.
@ Bedingung 2: Codewort c lasst sich zu Suffix s’ erweitern.
@ Bedingung 3: Suffix s’ lasst sich zu Codewort ¢ erweitern.
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Effiziente Berechnung von Suffixen

Algorithmus Berechnung Suffix
Q SetzeS =0T :=0.
@ Firalleci,c; € C x C: Fallses ein's € {0,1}* gibt mit ¢; = ¢;s,
figesinSund T ein.
© Solange T # ()
@ Entferne ein beliebiges s’ aus T.

@ Furallec e C: Fallseseins € {0,1}* \ S gibt mit c = s’s oder
s’ =cs, fiige s zu S und T hinzu.

Laufzeit: C ={cy,...,Cn}
@ Schritt 2: O(n?) Codewortpaare
@ Suffixlange ist durch max;{|c;|} beschrankt.
@ Es kann hochstens n - max;{|c;|} Suffixe geben.
@ Schritt 3: O(n? - max;{|ci|})
@ Polynomiell in der Eingabelédnge :n, max;{|ci|}
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Beispiele Suffixberechnung

@ Code C, = {0,1,00}

» Suffix s; = 0, denn c3 = ¢, 0.
@ Code C3 = {0,01,011}

» Suffixs; =1, dennc, =c;1.

» Suffix s, = 11, denn c3 = c111.
@ Code C4 = {0,10,110}

» Keine Suffixe, da Prafixcode.
@ Code Cs = {1,110,101}
Suffix s; = 10, denn ¢, = ¢110.
Suffix s, = 01, denn c3 = ¢,01.
Suffix s3 = 0, denn s3 = ¢, 0.
Suffix s, = 1, denn c3 = s11.

vV vyVvVvyy
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Kriterium flr eindeutig entschlisselbar

Eindeutig entschlusselbar

C ist ein eindeutig entschlisselbarer Code < Kein Suffix ist Codewort
in C.

z.z.: C nicht eindeutig entschlisselbar = Suffix ist Codewort

@ Zwei gleiche Folgenc; ...c, und d; ...dy, von verschiedenen
Codeworten

@ Fall 1: Codewort c; lasst sich zu d; erweitern

@ Fall 2: Codewort ¢; lasst sich zu Suffix s; erweitern
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Suffix ist Codewort

@ Fall 3: Suffix sy lasst sich zu Codewort d; erweitern

@ Nach jedem Schritt beginnt der konstruierte Suffix mit einem
Codewortprafix.

@ Der zuletzt konstruierte Suffix ist identisch mit dem letzten
Codewort von beiden Sequenzen.
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Ruckrichtung

z.z.: Suffix s ist ein Codewort = C ist nicht eindeutig entschliusselbar

@ Suffix s ist aus Anwendungen der drei Regeln entstanden.
@ Berechne die Kette zurlick, aus der s entstanden ist.
Setze String c* «+ s. Iteriere:

1. Fall ¢; = ¢js: ¢* « c;c™, terminiere.

2.Falls’ =cs:c* «—cc*, s ¢

3.Fallc =s’s:c* «— s'c*, s« ¢,

vV vy VvYy

@ Kette muss mit 1. Fall ¢; = ¢;s’ terminieren.

@ Zwei verschiedene Entschliisselungen:
Eine beginnt mit c;, die andere mit ¢;.

@ Beide sind giiltig, da der letzte Suffix ein Codewort ist.

Beispiel: Fur C = 1,110, 101 erhalten wir fir den Suffix 1 den String
c* = 1101 mit glltigen Dekodierungen 1]/101 und 110|1.
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Satze von Kraft und McMillan
Satz von Kraft

Ein Prafixcode C fur das Alphabet A = {ay,...,an} mit
Kodierungslangen |C(a;)| = ¢; existiert gdw

zn: 274 < 1.
j=1

Satz von McMillan

Ein eindeutig entschliisselbarer Code C flir das Alphabet
A = {ay,...,a,} mit Kodierungsléangen |C(a;)| = ¢; existiert gdw

En: 274 < 1.
j=1
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Prafixcodes geniigen

Korollar

Ein Préfixcode C existiert gdw es einen eindeutig entschliisselbaren
Code C mit denselben Kodierungsléangen gibt.

@ Wir zeigen den Ringschluss fir:
Y.L 274 < 1 = Prafix = Eindeutig entschlusselbar

(Prafix = Eindeutig entschlisselbar: letzte Vorlesung)

@ Gegeben sind Kodierungslangen ¢;. Gesucht ist ein Prafixcode mit
6 = |C(ay)l-

@ Definiere £ := max{/{y,...,¢n}, nj := Anzahl {; mit §; = i.
n 4 _
Y 2h=>"n27 <1
j=1 j=1
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Beweis: Ej”:l 2~ < 1 = Préfix

Induktion Gber |I:
@IA/=1:n <2
@ Konnen Préfixcode C C {0, 1} fur max. 2 Codeworte konstruieren.

0ISl—1—t:n <2t —201n — 2620, — ... 2n,_4

@ IV: Prafixcode mit n; Worten der Langei,i=1,...,/—1.
@ Anzahl der Worte der Lange ¢: 2°

@ Anzahl der Worte der Lange ¢ mit Prafixen nq, ..., ny_q:

25_1n1 + -+ 2Ny ;.

@ Konnen die n, Worte mit den verbleibenden
2¢ — (2tny + --- 4+ 2n,_1) Worten der Lange ¢ als Préfixcode
kodieren.
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Eindeutig entschlisselbar = » ' ;274 <1

Sei C eindeutig entschlisselbar mit C(a;) = ¢, £ = max;{¢;}.
Waéhlenr € N beliebig. Betrachten

r

n re .
d2h| => " n2!
j=1 i=1

Analog zum Beweis zuvor: n; = Anzahl Strings aus {0, 1}, die
sich als Folge von r Codeworten schreiben I&sst.

C eindeutig entschliisselbar: Jeder String aus {0, 1} lasst sich als
héchstens eine Folge von Codeworten schreiben, d.h. n; < 2'.

Damit gilt 314 ni27 <re = Y274 < (ro)r
Firr — oo folgt 331, 274 < 1.
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Huffman Kodierung

Szenario: Quelle Q mit Symbole {a;,...,an}
@ g; sortiert nach absteigenden Quellws. p; > p2 > -+ > pn.

Algorithmus Huffman-Kodierung

Eingabe: Symbole a; mit absteigend sortierten pj, i = 1,...,n.
© IF (n=2), Ausgabe C(a;) =0, C(ap) = 1.
Q ELSE
@ Bestimme k € Zp_1 mit px > Pn_1 + Pn > Pki1-
9 (plv <oy Pry Pr+1, Pr+2, - - - pn—l) —
(P1,---»PksPn—1+ Pn, Pk+1, - -, Pn—2)
0 (C(al), noag C(ak_]_), C(ak+1), . ,C(an_z), C(ak)O, C(ak)l) —
Huffmann-Kodierung(as, ..., an_1,P1,---,Pn_1)
Ausgabe: kompakter Prafixcode fir Q

v

Laufzeit: O(n?) (O(nlogn) mit Hilfe von Heap-Datenstruktur)
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Beispiel Huffman-Kodierung

Beispiel: p; =0.4,p,=p3=0.2,ps =p5s=0.1

a |pi C@E)|p C@)|p C@)|pm C(a)
a; | 0.4 00 0.4 00 04 1 06 O
a | 0.2 01 0.2 01 0.4 00 04 1
az | 0.2 11 0.2 10 0.2 01
as | 0.1 100 0.2 11
as | 0.1 101

@ Fett gedruckt: Stelle k Man beachte: k ist nicht eindeutig, d.h. C
ist nicht eindeutig.
@E(C)=(04+02+02)%x2+2%0.1x3=22

@ Huffman-Tabelle: Spalten 1 und 3. Mittels Huffman-Tabelle kann
jeder String m € A* in Zeit O(|C(m)|) kodiert werden.
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Wahl eines anderen k

\1
0 1
QOO ®

E(C')=04%1+02%(2+3)+01%2x4=22
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Eigenschaften kompakter Codes

Sei ¢ = |C(ai)|.

Lemma: Eigenschaften kompakter Codes

Sei C ein kompakter Code, oBdA ist C ein Préafixcode.

Q Falls p; > pj, dann ist ¢; < ¢

@ Es gibt mindestens zwei Codeworte in C mit maximaler Lange.

© Unter den Worten mit maximaler Lange existieren zwei Worte, die
sich nur in der letzten Stelle unterscheiden.

v
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Beweis der Eigenschaften

Beweis:
@ Sei ¢ > (. Dann gilt

pili + Pty = pi(li — 4+ 4) +pi(4 — b + &)
= pij+piti + (G — G)(Pi — pj) > Pibj + pidi

D.h. vertauschen der Kodierungen von a; und a; verkurzt den
Code.

@ Seic =c;...cy € C das einzige Codewort mit maximaler Lange.
Streichen von c, fuihrt zu einem Prafixcode mit kiirzerer erwarteter
Codewortlange.

© Annahme: Alle Paar von Codeworten maximaler Lange
unterscheiden sich nicht nur in der letzten Komponente.
» Entferne die letzte Komponente eines beliebigen Codewortes
maximaler Lange.
» Wir erhalten einen Préfixcode mit kiirzerer Lange.
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Optimalitat der Huffman-Kodierung

Satz
Die Huffman-Kodierung liefert einen kompakten Code. J

Beweis per Induktion Gber n.
® |A: n =2: Fir {a;,a,} ist die Codierung {0, 1} kompakt.
@ IS: n—1 — n: Sei C' kompakt fur {az,...,an}.

» Lemma,2: C’ enthélt zwei Codeworte maximaler Lange.

» Lemma,3: Unter den Codeworten maximaler Lange gibt es zwei
Codeworte c0,c1 € C' mit ¢ € {0,1}*, die sich nur in der letzten
Stelle unterscheiden.

» Lemma,1: Die beiden Symbole a,_1, a, mit kleinster Quellws
besitzen maximale Codewortlange. Vertausche die Kodierungen
dieser Symbole mit c0,c1.

» a,_1 oder a, tauchen mit Ws p,_1 + pn auf.

» |A: Huffman-Kodierung liefert kompakten Préafixcode C fir
ai,...,an_z,a mit Quellws p1,...,Pn—2,Pn—1 + Pn

» C(az),...,C(an—2),C(a’)0 =c0,C(a’)1 = c1 ist Prafixcode mit
erwarteter Codewortlange E(C’), d.h. die Huffman-Kodierung liefert
einen kompakten Préfixcode.
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