Aquivalente lineare Codes

Definition Aquivalenz von linearen Codes

Sei C ein linearer Code mit Generatormatrix G. Die durch Kombination
der drei elementaren Matrixoperationen auf G

@ Vertauschen von zwei Zeilenvektoren

@ Vertauschen von zwei Spaltenvektoren

© Addition eines Zeilenvektors zu einem anderen Zeilenvektor
entstehenden Codes bezeichnen wir als zu C dquivalente Codes.

Fakt Systematische Codes

Sei C ein linearer [n, k]-Code mit Generatormatrix G. Dann gibt es
einen zu C aquivalenten Code C’ mit Generatormatrix in linker
Standardform G’ = (Ix|Mk n—x). C' nennt man systematischen Code.

v

@ Fir systematische C': (X1, ..., Xk)G = (X1, -+, Xks Yis- -+ s Yn—k)-
@ yi,...,¥n_k nennt man die Redundanz der Nachricht.
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Umwandlung Generatormatrix in Parity Check Matrix

Satz Konversion von Generatormatrix in Parity Check Matrix
Sei C ein linearer [n, k]-Code mit Generatormatrix G = [/c|A]. Dann ist

P = [Allh«]
eine Parity Check Matrix fur C.

Sei C' der Code mit Parity Check Matrix P:
@ Zeigen: CC C'.
» Fur alle Zeilen g; von G gilt giP! = 0, denn j-ter Eintrag von g; P:
(01 ...0ajy ...a,-k)'(a1j...akj0...1 ...0):a,-,-+a,-j:0

» Aus giP! =0folgt C C C'.

@ Zeigen: dim(C) = dim(C’)
» P hat n— k linear unabhangige Zeilen.
» D.h. Dualcode (C’)* hat Generatormatrix P und Dimension n — k.

dim(C’) = n—dim((C')*) = n— (n — k) = k = dim(C).
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Hamming-Matrix H(h) und Hammingcode H(h)

@ Parametrisiert Gber die Zeilenanzahl h.
@ Spaltenvektoren sind Binardarstellung von 1,2,...,20 — 1.

@ Bsp:
0001111
H3)=(01 100 1 1
101010 1
@ Hammingcode H(h) besitzt die Parity Check Matrix H(h).

@ Hammingcodes unabhéangig entdeckt von Golay (1949) und
Hamming (1950).

Satz Hammingcode

Der Hammingcode H(h) mit Parity Check Matrix H(h) ist ein linearer
[n, k, d]-Code mit den Parametern

n=2"—-1k=n—hundd = 3.
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k und d bei Hammingcodes

H(h) enthélt die h Einheits-Spaltenvektoren eq, .. ., ep.

Daraus folgt, die Zeilenvektoren von H(h) sind linear unabhangig.
D.h. H(h) ist eine Generatormatrix des dualen Codes H(h)*.
Damit ist dim(H(h)*) = hund k = dim(H(h)) = n— h.

Je zwei Spalten in H(h) sind paarweise verschieden.

@ Die minimale Anzahl von linear abh&ngigen Spalten ist
mindestens 3, d.h. d(H(h)) > 3.

@ Die ersten drei Spalten sind stets linear abhangig, d.h.
d(H(h)) = 3.
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Dekodierung mit Hammingcodes

Satz Korrigieren eines Fehlers

Sei ¢ € H(h) und x = ¢ + e; fUr einen Einheitsvektor e; € ]th,1. Dann
entspricht das Syndrom S(x) der Binardarstellung von i.

e Es gilt S(x) = S(e;j) = e;H(h)! = (H(h)ei')".

@ D.h. §(x) entspricht der i-ten Spalte von H(h), die wiederum die
Binarkodierung von i ist.

Bsp:
@ Verwenden H(3) und erhalten x = 1000001.
S(x) = (1000001)H(3)! = (110).

@ Da 110 die Binarkodierung von 6 ist, kodieren wir zum nachsten
Nachbarn 1000011.
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Simplex Code: Dualcode des Hammingcodes

Satz Simplex Code

Der Dualcode des Hammingcodes H(h) wird als Simplex Code S(h)
bezeichnet. S(h) ist ein [2" — 1, h,2"~1]-Code, bei dem fiir alle
verschiedenen ¢, ¢’ € S(h) gilt, dass d(c,¢’) = 21,

@ Hamming-Matrix H(h) ist Generatormatrix von S(h) = H(2)*.
@ Dadim(S(h)) = n—dim(H(h)), ist S(h) ein [2" — 1, h]-Code.
0 ... Oo[1]1 ... 1
0
H(h) : H(h)
0
@ Sei ¢ das Komplement von ¢ ist. Dann gilt

@ Esqilt Hh+1) =

S(h+1)={c0c|c € S(h)} u{cic|c € S(h)}.
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Distanz 2"~ zwischen zwei Worten im Simplex Code

Beweis von d(c, ¢’) = 2"~ per Induktion tber h
IVh=1:
@ H(1) =(1),d.h. S = {0,1} und damit d(0,1) = 1 = 20.
ISh— h+1:
@ Fall 1: d(c0c,c’0¢’) =2 - d(c,¢’) =221 =2,
e Fall 2: d(c1€,c'1c’) = d(c,c) + d(€,¢’) = 2 d(c,c) = 2.
o Fall 3:

d(cOc,c’1c’) = d(c,c¢')+1+d(c,c)
= d(c,¢)+1+(2"—1—-d(c,¢)) =2"
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Der Golay Code G4 (Golay 1949)

@ Goy ist ein [24,12]-Code mit Generator-Matrix G = [/12| A] mit

N VS U U W U G g g O - )
—_ O =2 2 O 000 =+ 4
—_ L O =, 2 O 000 - =
—_ et S O -, =, O~ 0O 0000 =
O - -4 a2 0O - O~ 000 =

O~ 00022202
~T 000022 20 2
4 L0000 a0
O 4102000 = =
cCoOo4A 2202020
CoOoO0O 22202202
—T 00022120220
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Die Distanz des Codes Go4

Lemma Gos = Gay
Goq ist selbst-dual, d.h. Gos = Gay. J

@ Man prife nach, dass fir je zwei Zeilen g;, gj aus G gilt g; - g; = 0.
@ D.h. Goy C 954 Wegen dlm(g24) = dlm(gi‘) fOlgt Gog = g2L4

Korollar Alternative Generatormatrix
Die Matrix [A| 2] ist ebenfalls eine Generatormatrix des Gog. J

@ Wegen G = [l12|A] ist [A!|lo4_12] = [A| /2] eine Parity Check Matrix
far 924.
@ Da Go4 = Gy ist [A|l12] ebenso eine Parity Check Matrix fir Ga,.

@ Da die Zeilen von [A|/12] linear unabhangig sind, ist [A|/12] eine
Generatormatrix von Gy;- = Goa.
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Die Distanz des Go4

Parameter des Goa
Goy ist ein [24,12, 8]-Code. J

Zeigen zunachst, dass w(c) = 0 mod 4 fiir alle ¢ € C.
@ FUr jede Zeile g; aus G gilt: w(gj) = 0 mod 4.
@ Seien g;, gj Zeilen aus G. Dann gilt

w(gi + 9j) = w(gi) + w(g;) — 20i - g;.
@ oy ist selbst-dual, d.h. g; - g; = 0. Damit gilt w(g; + gj) = 0 mod 4.
@ D.h. fir jedes ¢ = (((gi, + 9i,) + 9i;) + - .- + gi,) folgt 4|w(c).

Zeigen nun, dass w(c) > 4 fir alle ¢ € Goy, € # 0.
@ Damit folgt w(c) > 8 fir alle ¢ € Go4, € # 0.
@ Zweite Zeile von G ist Codewort mit Gewicht 8, d.h. d(Go4) = 8.
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w(c) > 4 firallec € Gosg,c #0

@ cist Linearkombination von Gy = [/12|A] bzw. von G, = [A|l2].

@ Seic=LRmitL,R¢c{0,1}'2 Es gilt w(L),w(R) > 1.

@ Sei w(L) = 1. Dann ist ¢ eine Zeile von Gy und damit w(c) > 4.
@ Analog folgt fir w(R) = 1, dass ¢ Zeile von G, ist mit w(c) > 4.
@ Sei w(L) = w(R) = 2, d.h. ¢ ist Linearkombination zweier Zeilen.

@ Es ist nicht schwer zu prifen, dass die Summe zweier Zeilen in
Gy bzw G, stets Gewicht gréBer 4 besitzt.
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Der Golay Code Go3

@ Go3 entsteht aus Go4 durch Entfernen der letzten Spalte in G.

Parameter des Go3
Satz Go3 ist ein perfekter [23, 12, 7]-Code. J

@ Hammingdistanz von Go4 betrégt 8, d.h. Zeilen von G bleiben
linear unabhangig nach Entfernen der letzten Spalte.

@ Daraus folgt dim(Gaog) = dim(Goq).

@ d(Ga3) € {7,8}. 3. Zeile der Generatormatrix liefert d(Go3) = 7.

@ Erinnerung: Go3 ist perfekt wegen M = 212 = VT(T;—J)
2
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Bedeutung von Hamming- und Golay-Codes

Fakt van Lint, Tietavainen, Best, Hong

Alle binaren nicht-trivialen perfekten Codes C besitzen die Parameter
eines Hamming- oder Golay-Codes.
@ Falls C die Parameter eines Golay Codes besitzt, ist C aquivalent
zu diesem Golay-Code.

@ Falls C linear ist und die Parameter eines Hamming-Codes
besitzt, ist C aquivalent zu diesem Hamming-Code.
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Reed-Muller Codes

@ Reed-Muller Code R(r, m) ist definiert fir me N, 0 <r < m.
@ Betrachten nur Reed-Muller Codes 1. Ordnung R(1, m) = R(m).

Definition Rekursive Darstellung von Reed-Muller Codes

Q@ R(1) =F2 ={00,01,10,11}.
Q@ Firm>1:R(m+1)={cc|ceR(m}uU{cc|ceR(m)}.

@ R = ( ? 1 ) ist eine Generatormatrix fur R(1).
@ R(2) = {0000,0011,0101,0110,1010,1001,1111,1100} mit

Generatormatrix
0
Ro=1|0
1

—_ - O
—_

1
0
1
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Parameter der Reed-Muller Codes

Satz Reed-Muller Parameter

R(m) ist ein linearer (2™,2m+1 2mM=1).Code. Fiir alle ¢ € R(1) \ {0,1}
gilt w(c) =2m-1.

IA: m=1

@ R(1) ist ein linearer (21,22 20)-Code. 01, 10 besitzen Gewicht 2°.
IS:m—m-+1

e n=2.2m=2mt1,

@ {cc|ceR(m)}und{cc |c e R(m)} sind disjunkt, d.h.
k=2.2mt = 2m+2,

@ Seice R(m)\ {0,1}.

» Fir cc gilt w(ce) = 2w(c) =2.2m1 = 2™

» Fur cc gilt w(c€) = w(c) + w(€) =21 4 (2m — 2m=1) = 2m,
@ Firc = 0 gilt cc = 01 mit w(01) = 2.
@ Firc =1 gilt cc = 10 mit w(10) = 2™.
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Reed-Muller Generatormatrizen

Satz Generatormatrix fr R(m)
Sei Ry, eine Generatormatrix fir R(m). Dann ist

(0 ... 0[1 .. f
Rm+1_< Rm ‘ Rm )

eine Generatormatrix far R(m+ 1).

@ Ann.: 3 nicht-triviale Linearkombination, die 0 liefert.

@ Linearkombination kann nicht nur die erste Zeile enthalten.

@ D.h. es gibt eine nicht-triviale Linearkombination der Zeilen
2...m+ 2, die den Nullvektor auf der ersten Halfte liefert.
(Widerspruch: Ry, ist Generatormatrix fir R(m).)

@ Sei C der Code mit Generatormatrix Ry, 1.

@ Firc e R(m)gilt:cc € Cundcc € C. D.h. R(m+1) C C.

@ dm(C) =m+1=dim(R(m+ 1)) und damit C = R(m+1).
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Charakterisierung der Generatormatrizen
Bsp:

0 00O \ 11 1 1
Ry — 0011(0 01 1
0101(0 10 1
111 111 11
Streiche Einserzeile aus Ry,. Dann
@ besitzen die Zeilenvektoren Lange m und
@ bestehen aus Binarkodierungenvon 0,1,...,2™ — 1.

Vergleich von Hamming und Reed-Muller Codes

H(m) | R(m)
Codewortlange 2m —1 2m
Anzahl Codeworte | 22"—1-m | pm+1
Distanz 3 om—1
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Dekodierung von Reed-Muller Codes

@ R(m) kann L%J = 2m-2 _ 1 Fehler korrigieren.

@ Syndrom-Tabelle besitzt fnf—z = 22"-m-1 Zeilen.

Bsp: R(3) ist 1-fehlerkorrigierend.

rq 00001111
go_|m|_[001T 10011
"l ] 10101010 1

rs 11111111

Sei ¢ = a1 + asla + asls + aykg. Es gilt

@ Ci+C5 = aq(r1+r15)+ao(r21+ras)+as(rzi+ras)+ou(ra1+ras) = o
@ Co+Cp = aq(ra+rie)+ao(rao+rag)+as(raa+ras)+ou(ra+rae) = o
@ Ebenso a1 =c3+ ¢7 = ¢4 + Cs.
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Mehrheitsdekodierung

@ Suche flr jede Zeile i Spaltenpaar (u, v), so dass sich die Spalten
u, v nurin der i-ten Zeile unterscheiden. Liefert Gleichung fir «;.
Fir Zeile 1: (1,5),(2,6),(3,7), (4, 8), d.h. im Abstand 4.

Fur Zeile 2: (1,3),(2,4),(5,7), (6, 8), d.h. im Abstand 2.

Fur Zeile 3: (1,2),(3,4),(5,6),(7,8), d.h. im Abstand 1.

Far Zeile 4: nicht méglich.

Erhalten flr a4, as, agz jeweils 4 Gleichungen in verschiedenen c;.
@ Falls x = ¢ + ej, ist genau 1 von 4 Gleichungen inkorrekt.

Algorithmus Mehrheitsdekodierung Reed-Muller Code R(m)

@ Bestimme a4, ..., an per Mehrheitsentscheid.
@ Berechnee=x-Y1", ajf;.

© Falls w(e) < 2™2 — 1, dekodiere ¢ = x + e.
Q Falls w(e) < 2™2 — 1, dekodiere ¢ = x + @.

v
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Beispiel Mehrheitsdekodierung

@ Verwenden R(3) und erhalten x = 11011100.
» a1 =X1+Xx5 =0
> ao=Xo+ X5 =0
» a3 =X3+Xx7=0
> ag = X4+ Xg =1
@ Mehrheitsentscheid liefert oy = 0.
> ao =Xy + X3 =1
> ao=Xo+x4=0
> o= X5+ x7 =1
> ap=Xg+Xg =1

@ Mehrheitsentscheid liefert a, = 1 und analog a3 = 0.
ee=x-0ry—1-ro—0-r3 =11011100 - 00110011 = 11101111.
o w(e)<1,dh.c=x+e=11001100.
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