Laufzeit einer DTM, Klasse DTIME

Definition Laufzeit einer DTM

Sei M eine DTM mit Eingabealphabet %, die bei jeder Eingabe halt.

Sei Ty(w) die Anzahl der Rechenschritte — d.h. Bewegungen des

Lesekopfes von M — bei Eingabe w. Dann bezeichnen wir die Funktion
Ty(n) : N — N mit Ty (n) = max{Ty(w) | w € =="}

als Zeitkomplexitét bzw. Laufzeit der DTM M.

@ Die Laufzeit wachst monoton in n.
@ Unsere Beispiel-DTM My mit L(My) = {a}* besitzt Laufzeit O(n).

Definition DTIME

Sei t : N — N eine monoton wachsende Funktion. Die Klasse DTIME
ist definiert als

DTIME({(n)) := {L | L wird von DTM mit Laufzeit O(t(n)) entschieden.}.

e Es gilt L(M;) € DTIME(n).
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Registermaschine RAM

Registermaschine RAM besteht aus den folgenden Komponenten:
@ Eingabe-/ und Ausgabe-Register
@ Speicherregister
@ Programm
@ Befehlsz&hler
@ Akkumulator

Funktionsweise einer RAM:

@ Liest Eingabe aus Eingaberegister und lasst Programm auf
Eingabe laufen.

@ FuUhrt Arithmetik im Akkumulator aus.

@ Ergebnisse kénnen im Speicherregister gespeichert werden.

@ Befehlszahler realisiert Springe, Schleifen und bedingte
Anweisungen im Programm.

@ Ausgabe erfolgt im Ausgaberegister.
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DTMs versus RAMs, Churchsche These

Fakt Polynomielle Aquivalenz von DTMs und RAMs

Sei t : N — N eine monoton wachsende Funktion mit t(n) > n. Jede
RAM mit Laufzeit t(n) kann durch eine DTM M mit Laufzeit O(t(n)?)
simuliert werden.

Churchsche These (1936)

"Die im intuitiven Sinne berechenbaren Funktionen sind genau die
durch Turingmaschinen berechenbaren Funkionen."

@ These ist nicht beweisbar oder widerlegbar.

@ Alle bekannten Berechenbarkeitsbegriffe fiihren zu
DTM-berechenbaren Funktionen.
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Die Klasse P

Definition Klasse P
Die Klasse P ist definiert als

P = | J DTIME(n").
keN

@ L € P gdw eine DTM existiert, die L in Laufzeit O(n*) entscheidet.

@ P ist die Klasse aller in Polynomialzeit entscheidbaren Sprachen.
(auf DTMs, RAMSs, etc.)

@ Hintereinanderausfuhrung/Verzahnung von DTMs mit
polynomieller Laufzeit liefert polynomielle Gesamtlaufzeit.

@ P beinhaltet praktische und theoretisch interessante Probleme.

@ Probleme ausserhalb von P sind in der Praxis oft nur fir kleine
Instanzen oder approximativ I6sbar.
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Kodierung der Eingabe

@ Erinnerung: Zeitkomplexitat Ty,(n) ist eine Funktion in |w| = n.
@ Bendtigen geeignete Kodierung der Eingabe w.
@ Kodierung einer Zahl n € N
» Verwenden Bindrkoderung bin(n) mit Eingabelédnge ©(log n).
@ Kodierung eines Graphen G = (V, E)

» Kodieren Knotenanzahl nunér, d.h. |V| = n.
» m Kanten mit Adjazenzliste |E| = m oder Adjazenzmatrix |E| = n.

Bsp:
@ PFAD:= {G, s, t | Gist Graph mit Pfad von Snach t.} € P.

» Starte Breitensuche in s.
» Falls t erreicht wird, akzeptiere. Sonst lehne ab.
» Laufzeit O(|V| + |E|), d.h. linear in der Eingabelange von G.

@ TEILERFREMD:= {x,y | gcd(x,y) =1} € P.

» Berechne mittels Euklidischem Algorithmus d = gcd(x, y).
» Falls d = 1, akzeptiere. Sonst lehne ab.
» O(log?(max{x, y})), quadratisch in |x| = ©(log x), |y| = ©(log y).
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Optimierungsvariante vs Entscheidungsvariante

RUCKSACKgpt
@ Gegeben: Gegenstande 1,...,n mit Gewichten W = {wy, ..., wy}
und Profiten P = {py, ..., pn}. Kapazitat B.
@ Gesucht: I C [n] : Y, w; < B, sodass )., pj maximiert wird.

Sprache RUCKSACK:

Naiver Algorithmus zum Entscheiden von RUCKSACK
@ Firalle / C [n]:
Q Falls) ., w; < Bund ), p > Kk, akzeptiere.
Q@ Lehne ab.

@ Priufung von 2" vielen Untermengen in Schritt 1.
@ D.h. die Gesamtlaufzeit ist exponentiell in der Eingabelénge.
@ Prufung einzelner potentieller L6sungen in Schritt 1.1 ist effizient.
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Polynomielle Verifizierer und NP

Definition Polynomieller Verifizierer

Sei L C X* eine Sprache. Eine DTM V heif3t Verifizierer fir L, falls V
fir alle Eingaben w € £* halt und folgendes qilt:

w e L< Jc e ¥*: V akzeptiert Eingabe (w, c).
Das Wort ¢ nennt man einen Zeugen oder Zertifikat fir w.
V heiBt polynomieller Verifizierer fir L, falls fur alle w € X*:
we Ls 3ce e <|wlk k € N: V akzeptiert Eingabe (w, ¢) in
Laufzeit polynomiell in |w]|.

L ist polynomiell verifizierbar < 3 polynomieller Verifizierer fur L.

Definition Klasse NP

NP :={L| List polynomiell verifizierbar. }

v
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Polynomieller Verifizierer fr RUCKSACK

Satz
RUCKSACK € NP.

Beweis:

Algorithmus Polynomieller Verifizierer fir RUCKSACK
Eingabe: (W, P, B, k, c) mit Zeuge c = | C [n]

Q Falls }";.,w; < Bund ., pi > k, akzeptiere.

©Q Lehne ab.

Laufzeit:
@ EingabegréBen: log w;, log p;, log B, log k, n
@ Laufzeit: O(n-log(max;{w;, p;, B, k})) auf RAM.
@ D.h. die Laufzeit ist polynomiell in den EingabegréB3en.
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Optimaler Wert einer Losung mittels Entscheidung

RUCKSACKwert
@ Gegeben: W ={wy,...,wp} P={py,...,pn} und B.
@ Gesucht: max,cim{>_jc;Pi | 2_ic/Wi < B}
Sei M eine DTM, die RUCKSACK in Laufzeit T(M) einscheide.

Algorithmus Optimum
Eingabe: W, P, B
Q(—1,r<XT",pi
@ WHILE (¢ #r)
@ Falls M bei Eingabe (W, P, B, [£"]) akzeptiert, £ — [5].
@ Sonstr— [41] —1.
Ausgabe: ¢

v

@ Korrektheit: Binare Suche nach Optimum auf Intervall [1,>°7_, pj].
o Laufzeit: O(log(>"1L; w;)) - T(M).
@ Insbesondere: Laufzeit ist polynomiell, falls T(M) polynomiell ist.
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Optimale Lésung mittels optimalem Wert

Optimale Lésung

Eingabe: W, P, B

Q@ opt — Optimum(W,P,B), | — 0
Q Fori—1ton

@ Falls (Optimum(W \ {w;}, P\ {p;}, B) = opt,
setze W — W\ {w;}, P — {pi}.
@ Sonst | — U {i}.

Ausgabe: /

Korrektheit:
@ Invariante vor i-tem Durchlauf: 3J C {i,..., n}: /U J ist optimal.

@ j wird nur dann in / aufgenommen, falls / zu optimaler Teilmenge
erweitert werden kann.

@ Laufzeit: O(n- T(Optimum)) = O(n-log(>_1_4 w;) - T(M)).
@ D.h. Laufzeit ist polynomiell, falls T(M) polynomiell ist.
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Sprache Zusammengesetzt

ZUSAMMENGESETZT:= {N € N | N = pg mit p, g > 2}

Satz
ZUSAMMENGESETZT € NP. J

Beweis:
Algorithmus Polynomieller Verifizierer fir ZUSAMMENGESETZT
Eingabe: (N,¢) mitc = (p,q) € {2,...,N —1}2

@ Berechne p- q. Falls p- g = N, akzeptiere. Sonst lehne ab.

Laufzeit:
@ Eingabelange: [N| = ©(log N)
o Laufzeit: O(log? N), d.h. polynomiell in der Eingabelange.
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P versus NP

Satz
P CNP.

LeP =

=

3 DTM M, die L in polynomieller Laufzeit entscheidet.

I DTM M, die stets hilt und genau die Eingaben w € L

in Laufzeit polynomiell in |w| akzeptiert.

3 DTM V, die stets hilt und genau die Eingaben (w, ¢) mit
w € L, ¢ = € in Laufzeit polynomiell in |w| akzeptiert.
Dabei verwirft V die Eingabe ¢ und verwendet M auf w.
Le NP.

@ GroBes offenes Problem: Gilt » = NP oder P ¢ N'P?
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Nichtdeterministische Turingmaschinen

Wir bezeichnen mit P(S) die Potenzmenge einer Menge S.

Definition Nichtderministische Turingmaschine

Eine nicht-deterministische Turingmaschine (NTM) ist ein Tupel
(Q,%,T,0), wobei

@ Q,%,T sind wie bei DTM definiert.
o 6: Q\{qa,qr} X r—)P(QX I x {L’R})

® Bsp:i(q,a) ={(q1,ar,L),(q2, a2, R)}.
@ NTM besitzt Wahiméglichkeiten fir den Zustandsiibergang.
@ Beschranken uns oBdA auf NTMs mit < 2 Wahlméglichkeiten.
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Berechnungsbaum

@ Seien die Konfigurationen einer NTM Knoten in einem
Berechnungsbaum.

» Die Startkonfiguration bildet den Wurzelknoten.
» Mdgliche Nachfolgekonfigurationen bilden Kinderknoten.

@ Pfade hei3en Berechnungspfade der NTM.
@ Betrachten nur NTMs mit Berechnungspfaden endlicher Lange.
@ Ein Berechnungpfad heil3t akzeptierend, falls er in g5 endet.

Definition Akzeptierte Sprache einer NTM
Sei N eine NTM.
@ N akzeptiert Eingabe w < 3 akzeptierenden Berechnungspfad im
Berechnungsbaum von N bei Eingabe w.

@ Die von N akzeptierte Sprache L(N) ist definiert als
L(N) = {w € £* | N akzeptiert die Eingabe w.}.

v
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Die Laufzeit einer NTM

Definition Laufzeit einer NTM
Sei N eine DTM mit Eingabe w.
@ Ty(w) := maximale Anzahl Rechenschritte von N auf w,
d.h. Ty(w) ist die Lange eines langsten Berechnungspfades.
@ Ty :N— N, Ty(n) := max{Ty(w) | w € ="}
heiBt Laufzeit oder Zeitkomplexitat von N.

@ Wir definieren die Klasse NTIME fir NTMs analog zur Klasse
DTIME fir DTMs.

Definition NTIME
Sei t : N — N eine monoton wachsende Funktion.

NTIME({(n)) := {L | L wird von NTM in Laufzeit O(t(n)) entschieden. }
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NTM, die RUCKSACK entscheidet

Algorithmus NTM fir RUCKSACK

Eingabe: W, P, B, k
@ Erzeuge nichtdeterministisch einen Zeugen / C [n].
Q Falls }°,.,w; < Bund )", p; > k, akzeptiere.
© Sonst lehne ab.

@ D.h. NTM erzeugt sich im Gegensatz zum Verifizierer ihren
Zeugen | selbst.

@ Laufzeit: Schritt 1: O(n), Schritt 2: O(n - log(max;{w;, p;})).
@ D.h. die Laufzeit ist polynomiell in der Eingabelange.
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