Eindeutig entschlisselbar = » ' ;274 <1

Sei C eindeutig entschlisselbar mit C(a;) = ¢, £ = max;{¢;}.
Waéhlenr € N beliebig. Betrachten

r

n re _
d2h| => " n2!
j=1 i=1

Analog zum Beweis zuvor: n; = Anzahl Strings aus {0, 1}, die
sich als Folge von r Codeworten schreiben I&sst.

C eindeutig entschliisselbar: Jeder String aus {0, 1} lasst sich als
hdchstens eine Folge von Codeworten schreiben, d.h. n; < 2'.

Damit gilt 314 ni27 <re = Y274 < (ro)r
Firr — oo folgt 331, 274 < 1.
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Huffman Kodierung

Szenario: Quelle Q mit Symbole {a;,...,an}
@ g; sortiert nach absteigenden Quellws. p; > p2 > -+ > pn.

Algorithmus Huffman-Kodierung

Eingabe: Symbole a; mit absteigend sortierten pj, i = 1,...,n.
© IF (n=2), Ausgabe C(a;) =0, C(ap) = 1.
Q ELSE
@ Bestimme k € Zp_1 mit px > Pn_1 + Pn > Pki1-
9 (plv <oy Pry Pr+1, Pr+2, - - - pn—l) —
(P1,---»PksPn—1+ Pn, Pk+1, - -, Pn—2)
0 (C(al), noag C(ak_]_), C(ak+1), . ,C(an_z), C(ak)O, C(ak)l) —
Huffmann-Kodierung(as, ..., an_1,P1,---,Pn_1)
Ausgabe: kompakter Prafixcode fir Q

v

Laufzeit: O(n?) (O(nlogn) mit Hilfe von Heap-Datenstruktur)
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Beispiel Huffman-Kodierung

Beispiel: p; =0.4,p,=p3=0.2,ps =p5s=0.1

a |pi C@E)|p C@)|p C@)|pm C(a)
a; | 0.4 00 0.4 00 04 1 06 O
a | 0.2 01 0.2 01 0.4 00 04 1
az | 0.2 11 0.2 10 0.2 01
as | 0.1 100 0.2 11
as | 0.1 101

@ Fett gedruckt: Stelle k Man beachte: k ist nicht eindeutig, d.h. C
ist nicht eindeutig.
@E(C)=(04+02+02)%x2+2%0.1x3=22

@ Huffman-Tabelle: Spalten 1 und 3. Mittels Huffman-Tabelle kann
jeder String m € A* in Zeit O(|C(m)|) kodiert werden.
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Wahl eines anderen k

\1
0 1
QOO ®

E(C')=04%1+02%(2+3)+01%2x4=22
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Eigenschaften kompakter Codes

Sei ¢ = |C(ai)|.

Lemma: Eigenschaften kompakter Codes

Sei C ein kompakter Code, oBdA ist C ein Préafixcode.

Q Falls p; > pj, dann ist ¢; < ¢

@ Es gibt mindestens zwei Codeworte in C mit maximaler Lange.

© Unter den Worten mit maximaler Lange existieren zwei Worte, die
sich nur in der letzten Stelle unterscheiden.

v

DiMa Il - Vorlesung 02 - 28.04.2009 | Satz von Kraft und McMillan, Kompakte Codes, Huffmankodierung, Information

33/253



Beweis der Eigenschaften

Beweis:
@ Sei ¢ > (. Dann gilt

pili + Pty = pi(li — 4+ 4) +pi(4 — b + &)
= pij+piti + (G — G)(Pi — pj) > Pibj + pidi

D.h. vertauschen der Kodierungen von a; und a; verkurzt den
Code.

@ Seic =c;...cy € C das einzige Codewort mit maximaler Lange.
Streichen von c, fuihrt zu einem Prafixcode mit kiirzerer erwarteter
Codewortlange.

© Annahme: Alle Paar von Codeworten maximaler Lange
unterscheiden sich nicht nur in der letzten Komponente.
» Entferne die letzte Komponente eines beliebigen Codewortes
maximaler Lange.
» Wir erhalten einen Préfixcode mit kiirzerer Lange.
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Optimalitat der Huffman-Kodierung

Satz
Die Huffman-Kodierung liefert einen kompakten Code. J

Beweis per Induktion Gber n.
® |A: n =2: Fir {a;,a,} ist die Codierung {0, 1} kompakt.
@ IS: n—1 — n: Sei C' kompakt fur {az,...,an}.

» Lemma,2: C’ enthélt zwei Codeworte maximaler Lange.

» Lemma,3: Unter den Codeworten maximaler Lange gibt es zwei
Codeworte c0,c1 € C' mit ¢ € {0,1}*, die sich nur in der letzten
Stelle unterscheiden.

» Lemma,1: Die beiden Symbole a,_1, a, mit kleinster Quellws
besitzen maximale Codewortlange. Vertausche die Kodierungen
dieser Symbole mit c0,c1.

» a,_1 oder a, tauchen mit Ws p,_1 + pn auf.

» |A: Huffman-Kodierung liefert kompakten Préafixcode C fir
ai,...,an_z,a mit Quellws p1,...,Pn—2,Pn—1 + Pn

» C(az),...,C(an—2),C(a’)0 =c0,C(a’)1 = c1 ist Prafixcode mit
erwarteter Codewortlange E(C’), d.h. die Huffman-Kodierung liefert
einen kompakten Préfixcode.
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Informationsgehalt einer Nachricht

Betrachten folgendes Spiel
@ Gegeben: Quelle Q mit unbekannten Symbolen {a;,a,} und
p; =0.9,p,=0.1.
@ Zwei Spieler erhalten rundenweise je ein Symbol.
@ Gewinner ist, wer zuerst beide Symbole erhalt.
Szenario:
@ Spieler 1 erhdlt in der ersten Runde a; und Spieler 2 erhdlt a,.
@ Frage: Wer gewinnt mit hdherer Ws? Offenbar Spieler 2.

Intuitiv: Je kleiner die Quellws, desto hdher der Informationsgehalt.
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Eigenschatft von Information

Forderungen fiir eine Informationsfunktion
© I(p) > 0: Der Informationsgehalt soll positiv sein.

© I(p) ist stetig in p: Kleine Anderungen in der Ws p sollen nur
kleine Anderungen von I(p) bewirken.

Q 1(pi) + 1(py) = H(pipy):
» X = Ereignis, dass a; und a; nacheinander tbertragen werden.
» Informationsgehalt von X: I(pi) + 1(pj), WS(X) = pip;

Satz zur Struktur von |(p)

Jede Funktion I(p) fir 0 < p < 1, die obige drei Bedingungen erfullt, ist
von der Form

1
| = Clog —
(p) 95

fur eine positive Konstante C.
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Beweis: Form von I(p)

@ Forderung 3 liefert I(p?) = I(p) + 1(p) = 2I(p).

@ Induktiv folgt: I1(p") = nl(p) furallen e Nund alle 0 < p < 1.

@ Substitution p — p% liefert: I(p) = nI(p%) bzw. I(p%) = 11(p)

@ Damit gilt fur alle g € Q: 1(p%) = ql(p).

@ Fur jedesr € R gibt es eine Sequenz g; mit limy_,o gn = r. Aus
der Stetigkeit von I(p) folgt

I(p") =1( lim p") = lim I(p) = lim dnl(p) = rl(p)
@ Fixiere 0 < g < 1. Furjedes 0 < p < 1 gilt

log, %
log, q

I(p) = WW%WZKmb%pz—Kmb%%)=4M)

= ClogZ% mit C = —1(q)

. >0
log,(q)
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