Szenario flr fehlerkorrigierende Codes

Definition (n, M)-Code

Sei C C {0, 1}" ein bin&rer Blockcode der Ladnge n mit |C| = M
Codeworten. Dann bezeichnen wir C als (n, M)-Code.

Erinnerung: Bindrer symmetrischer Kanal
@ Bits 0,1 kippen mit Ws p, p < § zu 1,0.
@ Korrekte Ubertragung 0 — 0, 1 — 1 mit Ws 1 — p.

@ Kanal ist erinnerungslos, d.h. die Ws sind unabhangig von vorigen
Ereignissen.

@ Vorwarts-Kanalws: Ws(x empfangen |¢ gesendet ).

@ Rickwarts-Kanalws: Ws(c gesendet |x empfangen).
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Dekodieren

Definition Dekodier-Kriterium
Sei C C {0,1}" ein (n, M)-Code. Ein Dekodier-Kriterium f ist eine

Funktion f: {0,1}" — CU{L}. Seix € {0, 1}". Ein Dekodier-Kriterium
dekodiert x zu f(x) € C oder gibt Dekodierfehler f(x) =_L aus.

@ Ziel: Konstruktion eines Dekodier-Kriteriums f, dass die Ws des
korrekten Dekodierens maximiert.

Ws(korr. Dekodierung |X empfangen) = Ws(f(X) gesendet |X empfangen)
@ Summieren Uber alle méglichen empfangenen x liefert
Ws(korrekte Dekodierung)

Z Ws(f(X) gesendet |X empfangen) - Ws(X empfangen)
xe{0,1}7
@ Bendtigen Maximierung der Rickwarts-Kanalws
Ws(f(x) gesendet |x empfangen), d.h. dekodieren zu demjenigen
Codewort ¢ = f(x), das mit h6chster Ws gesendet wurde.
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Maximum Likelihood Dekodierung

Definition Maximum Likelihood Dekodierung

Ein Dekodierkriterium f(x), dass die Vorwérts-Ws fiir alle Codeworte
maximiert, d.h.

Ws(x empfangen |f(X) gesendet) = maCX Ws(x empfangen | gesendet ),
ce

hei3t Maximum-Likelihood Kriterium. Eine Anwendung des Kriteriums
bezeichnet man als Maximum-Likelihood Dekodierung.
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Warum Maximum Likelihood?

Satz Maximum Likelihood optimal fir gleichverteilte Codeworte

Sei C ein (n, M)-Code und Ws(c gesendet) = 4; fiir alle ¢ € C. Dann

minimiert die Maximum-Likelihood Dekodierung die Ws von
Dekodierfehlern.

Ws(c gesendet |X empfangen )

Ws(x empfangen |¢ gesendet)Ws(c€ gesendet)
Zi’\i1 Ws(x empfangen |C; gesendet)Ws(€j gesendet)
Ws(x empfangen |C gesendet)
Z,-’L Ws(X empfangen |C; gesendet)

@ Nenner ist konstant fir jeden Kanal.
@ Maximierung des Zahlers maximiert den Term.
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Dekodieren zum Nachbarn minimaler Distanz

Definition Hamming-Distanz

Seien x,y € {0,1}". Die Hamming-Distanz d(x,y) ist die Anzahl der
Stellen, an denen sich x und y unterscheiden.

Satz

In jedem bindren symmetrischen Kanal ist das Dekodier-Kriterium, das
ein x zum Codewort minimaler Hamming-Distanz dekodiert ein
Maximum-Likelihood Kriterium.

Beweis:
@ Ws von genau k Fehlern an festen Stellen beim Senden von ¢

Ws(x empfangen|c gesendet) = pX(1 — p)"k.

@ Wegen p < % gilt p < 1 — p. MUssen Term maximieren.

@ Wahlen k minimal, d.h. Codewort ¢ mit minimalem d(x, c).
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Die Hamming-Distanz definiert eine Metrik.

Satz Metrik Hamming-Distanz

Die Hamming-Distanz ist eine Metrik auf {0, 1}", d.h. fur alle
x,y,z € {0,1}" qilt:

@ Positivitat: d(x,y) > 0, Gleichheit gdw x = y.
@ Symmetrie: d(x,y) = d(y, x).
© Dreiecksungleichung: d(x,z) < d(x,y) + d(y, z).

Beweis fur 3:
Ann.: d(x,z) > d(x,y) + d(y,z)
@ Verandernerstxzuy,danny zu z.

@ Mussen dazu d(x,y) + d(y, z) < d(x, z) stellen &ndern.
Widerspruch: x und z unterscheiden sich an d(x, z) Stellen.
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Fehlererkennung

Definition u-fehlererkennend

Sei C ein Code und u € N. C ist u-fehlerkennend, falls fir alle
Codeworte ¢,c¢’ € C gilt: d(¢,¢’) > u+ 1. Ein Code ist genau
u-fehlererkennend, falls er u-fehlererkennend ist, aber nicht
(u + 1)-fehlererkennend.

@ Repetitionscode R(3) = {000,111} ist genau 2-fehlererkennend.
@ A(n)={0",1"} ist genau (n — 1)-fehlererkennend.
@ C ={000000,000111,111111} ist genau 2-fehlererkennend.
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Fehlerkorrektur

Definition v-fehlerkorrigierend

Sei C ein Code und v € N. C ist v-fehlerkorrigierend, falls fur alle
ce Cyilt:
@ Treten bis zu v bei der Ubertragung von ¢ auf, so kdnnen diese

mittels Dekodierung zum Codewort minimaler Hammingdistanz
korrigiert werden.

@ Existieren zwei verschiedene Codeworte mit minimaler
Hammingdistanz, so wird eine Dekodierfehlermeldung L
ausgegeben.

Ein Code ist genau v-fehlerkorrigierend, falls er v-fehlerkorrigierend
aber nicht (v + 1)-fehlerkorrigierend ist.

@ A(3) = {000,111} ist genau 1-fehlerkorrigierend.
@ R(4) ist genau 1-fehlerkorrigierend.

@ R(n) ist genau | 25! |-fehlerkorrigierend.

e C={0%0%15 1%} ist genau 1-fehlerkorrigierend.
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Minimaldistanz eines Codes

Definition Minimaldistanz
Sei C ein Code mit |C| > 2. Die Minimaldistanz d(C) eines Codes ist
definiert als
d(C) = min {d(c,c)}
c’'eC

o

D.h. d(C) ist die minimale Distanz zweier verschiedener Codeworte.

o

@ A(n) besitzt Minimaldistanz d(R(n)) = n.
@ C={0001,0010,0101} besitzt d(C) = 1.
@ C={0°0%15 1%} besitzt d(C) = 4.

Korollar Fehlererkennung
Ein Code C ist u-fehlererkennend gdw d(C) > u + 1. J
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Fehlerkorrektur vs Minimaldistanz

Satz Fehlerkorrektur vs Minimaldistanz
Ein Code C ist v-fehlerkorrigierend gdw d(C) > 2v + 1.

<!
@ Ann.: C ist nicht v-fehlerkorrigierend.

@ D.h. bei Ubertragung von ¢ entsteht x mit d(x, ¢) < v und
dc’ #c:d(e/,x)<v

@ Dreiecksungleichung: d(c,¢’) < d(c,x) + d(x,¢’) < 2v
(Widerspruch: d(C) > 2v + 1)
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Beweis der Hinrichtung “="

Ann.: Es gibtc # ¢’ € Cmitd(c,c¢’) =d(C) < 2v.

@ 1.Fall: d(c,¢’) < v. ¢ kann durch Andern von héchstens v Stellen
in x = ¢’ Uberfihrt werden. x wird falschlich zu ¢’ dekodiert
(Widerspruch: C ist v-fehlerkorrigierend)

@ 2. Fall: v+ 1 <d(e,c) <2v.

@ OBdA unterscheiden sich in ¢, ¢’ in den ersten d(C) Positionen.
(Anderfalls sortiere die Koordinaten um.)

@ Betrachten x, das durch v Fehler in den ersten Koordinaten von ¢
entsteht, so dass

» X stimmt mit ¢’ auf den ersten v Koordinaten (iberein.
» x stimmt mit ¢ auf den folgenden d(C) Koordinaten Uberein.
» X stimmt mit ¢, ¢’ auf den restlichen Koordinaten Gberein.
@ Esgiltd(e,x) =v > d(C)— v =d(c,x).
@ D.h. entweder wird x falschlich zu ¢’ dekodiert, oder es entsteht
ein Dekodierfehler. (Widerspruch: C ist v-fehlerkorrigierend)
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(n, M, d)-Code

Definition (n, M, d)-Code

Sei C C {0,1}" mit |C| = M und Distanz d(C) = d. Dann bezeichnet

man C als (n, M, d)-Code, wobei man (n, M, d) die Parameter des
Codes nennt.

@ A(n)istein (n,2, n)-Code.
@ C = {000,0011} ist ein (4,2,2)-Code.
@ C=1{00,01,10,11} ist ein (2,4, 1)-Code.

Korollar

Sei C ein (n, M, d)-Code.
@ Cist genau v-fehlerkorrigierend gdw d = 2v + 1 oder d = 2v + 2.
Q@ Cistgenau | %5 |-fehlerkorrigierend.
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Maximale Codes

Definition Maximale Code

Ein (n, M, d)-Code ist maximal, falls er nicht in einem
(n, M + 1, d)-Code enthalten ist.

@ C; ={0000,0011,1111} ist nicht maximal.
@ C, ={0000,0011,1111,1100} ist nicht maximal.

@ C; ={0000,0011,1111,1100,1001,0110,1010,0101} ist
maximal.
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Erweiterung nicht-maximaler Codes

Satz Erweiterung von Codes

Sei C C {0,1}"ein (n, M, d)-Code. C ist maximal gdw fir alle
x € {0,1}" gilt: Es gibt ein ¢ € C mit d(x,¢) < d.

17 ”

=

@ Ann.: Seix € {0,1}",sodass furallec € C: d(x,c) > d

@ Dannist CU {x} ein (n, M + 1, d)-Code. (Widerspruch: C ist
maximal.)

=

@ Ann.: Sei C nicht maximal.
@ D.h. 3xuU{0,1}": CU{x} istein (n, M + 1, d)-Code
@ Dann gilt d(x,c) > d fur alle ¢ € C.
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Ws flir Dekodierfehler bei maximalen Codes

Satz Dekodierfehler bei maximalen Codes

Sei C ein maximaler (n, M, d)-Code flr einen bindren symmetrischen
Kanal. Fir die Fehlerws beim Dekodieren zum Codewort mit
minimalem Hammingabstand gilt =1
n =
nm\ « —k . ny\ « n—k
kz_;j <k>p (1—p)"~* < Ws(Dekodierfehler) < 1— Z (k)p (1-p)

k=0

v

@ Korrekte Dekodlerung bei < [ 951 Fehlern, d.h. mit Ws mind.

5 (oo

@ Inkorrekte Dekodierun g b > d Fehlern, d.h. mit Ws mindestens

‘ Q
N
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Beispiele fur Codes

Repetitionscode:
Hamming Code:

Golay Codes:

Reed-Muller Code:

R(n) ist (n,2, n)-Code.
H(h) ist ein (2" — 1,27~/ 3)-Code.
Gos ist ein (23,212, 7)-Code.

Goy ist ein (24,212 8)-Code.
Einsatz: Voyager fir Bilder von Jupiter und Saturn.

RM(r, m) ist ein (2, 21+ (7)+-+(7) 2m-r).Code.
RM(1,m) = (2’”,2’"“,2”’*1).
Einsatz: Mariner 9 fUr Bilder vom Mars.
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Hammingkugel

Definition Hammingkugel

Sei x € {0,1}" und r > 0. Wir definieren die n-dimensionale
Hammingkugel mit Mittelpunkt x und Radius r als

B"(x,r) = {y € {0,1}"|d(x,y) < r}.

Beispiel: B3(001,1) = {001,101,011,000}.

Satz Volumen von B"(X, r)
Das Volumen der Hammingkugel B"(x, r) ist V"(r) = >-7_o (7). J

@ Es gibt (/) String mit Distanz i von x.
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Packradius eines Codes

Definition Packradius eines Codes

Sei C ein (n, M, d)-Code. Der Packradius pr(C) € N von C ist die
groBte Zahl, so dass die Hammingkugeln B"(c, pr(C)) fur alle c € C
disjunkt sind.

Korollar

Sei C ein (n, M, d)-Code.

@ Der Packradius von Cist pr(C) = [ 451].

@ Cist genau v-fehlerkorrigierend gdw pr(C) = v.
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