Perfekte Codes

Definition Perfekter Code
Sei C C {0,1}" ein (n, M, d)-Code. C heiBt perfekt, falls

M.Vn({%J>:2n,

D.h. die maximalen disjunkten Hammingkugeln um die Codeworte
partitionieren {0, 1}".

@ Nicht fur alle (n, M, d), die obige Bedingung erfillen, gibt es auch
einen Code.
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Perfekte Codes

@ {0,1}"istein (n,2",1)-Code
» Packradius ist 0, Hammingkugeln bestehen nur aus Codewort
selbst.
» Perfekter Code, aber nutzlos fur Fehlerkorrektur.

@ R(n) ist fUr ungerade n ein perfekter (n, 2, n)-Code.
~ 2.5 () =2-5 =2"

» Code ist nlutzlos, da er nur zwei Codeworte enthalt.
@ Der Golay Code (23,212, 7) ist perfek.
» 212, 23 0 (23) — o1t  o12 _ 523
1= 1
@ Der Hamming Code H(h) = (n, M, d) = (2" —1,2"=" 3) ist
perfekt.
»2mh(142h 1) =2"

@ Die einzigen perfekten, bindren v-fehlerkorrigierenden Codes mit
v > 2 sind Repetitionscodes und der obige Golay Code.
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Die Rate eines Codes

Definition Rate eines Codes
Sei C ein (n, M, d)-Code.

@ Die Ubertragungsrate ist definiert als R(C) = 221

d

1J'

© Die Fehlerrate ist definiert als §(C) = L

2
n

Beispiele:

@ C = {0"} hat Ubertragungrate 0, aber perfekte Fehlerkorrektur.
@ C = {0,1}" hat Ubertragungrate 1, aber keine Fehlerkorrektur.
o R(R(n)) = ! und 6(R(n)) = 2.
» Ubertragungsrate konvergiert gegen 0, Fehlerrate gegen %
@ R(H(h))=""=1—-"unds(H(h) = 1.
» Ubertragungsrate konvergiert gegen 1, Fehlerrate gegen 0.
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Die GréBe A(n, d) und optimale Codes

Definition Optimaler Code
Wir definieren

A(n, d) = max{M | 3 binirer (n, M, d) — Code}

Ein (n, M, d)-Code heif3t optimal, falls M = A(n, d).

@ Bestimmung von A(n, d) ist offenes Problem.

@ Zeigen hier obere und untere Schranken fur A(n, d).

@ Fur kleine Werte von n, d bestimmen wir A(n, d) wie folgt:
» Zeigen A(n,d) < M.
» Konstruieren (n, M, d)-Code.

@ A(n,d) <2"fiur d € [n]: héchstens 2" Codeworte der Lédnge n
@ A(n,1)=2"C={0,1}".
@ A(n,n) =2: R(n).

o A(n,d) < A(n,d') fir d,d" € [n] mit &’ < d (Ubung)
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0" ist ein Codewort

Lemma Aquivalenter Code mit 0”

Sei C ein (n, M, d)-Code. Dann gibt es einen (n, M, d)-Code C’ mit
0"e C.

@ Sei ¢ € C mit k Nullen und n — k Einsen.
@ Permutiere Positionen in ¢ so, dass ¢ mit den k Nullen beginnt.

@ Wende dieselbe Permutation auf die anderen Codeworte in C an.

» Beachte: Die Distanz andert sich nicht durch eine Permutation der
Stellen.

@ Flippe in jedem Codewort die letzten n — k Stellen.
» Beachte: Die Distanz &ndert sich nicht durch ein Flippen der Bits.

@ Der resultierende Code C’ enthalt 0" und ist ein (n, M, d)-Code.

Bsp: C = {0101, 1010} wird zu C’ = {0000, 1111}.
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Erstes nicht-triviales Resultat

Satz
A(4,3) = 2. J

@ Sei C ein optimaler (4, M, 3)-Code. OBdA 0000 € C.
@ Worte mit Distanz mindestens 3 von 0000:

0111,1011,1101,1110,1111.

@ Je zwei Worte besitzen Distanz héchstens 2, d.h. A(4,3) < 2.
@ Fiur C = {0000,0111} gilt d(C) = 3 und damit A(4,3) = 2.
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Verk(irzen eines Codes

Definition Verkirzter Code
Sei C ein (n,M, d)-Code und j € [n], b € {0, 1}. Der beziglich b-Bit an
j-ter Position verkiirzte Code C' entsteht aus C durch

@ Einschrankung auf Codeworte aus C, deren j-tes Bit b ist.

© Herausstreichen der j-ten Stelle.

@ Bsp: Verkirzen von C = {001,010, 101} bezlglich 0-Bit an
1. Position liefert C’ = {01,10}.
@ Beachte C besitzt Distanz 1, aber d(C') = 2.

Satz Verkirzter Code

Sei C ein (n, M, d)-Code und C’ ein verkirzter Code. Dann gilt
d(C’) > d.

@ Betrachten nur die bezuglich einer Stelle j konstanten Codeworte.
@ Stelle j kann nicht zur Distanz beitragen.
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Rekursive Schranke fur A(n, d)

Lemma Rekursive Schranke
Furn>2gilt: A(n,d) <2-A(n—1,d). J

@ Sei C ein optimaler (n, M, d)-Code.
@ Sei Cp der bezlgl. b-Bit, b € {0,1} an 1. Position verkirzte Code.
@ Aus d(Cp) > d folgt

A(n.d) =M =G| +|Ci| < A(n—1,d(C)) +A(n—1,d(Cy))
< A(n-1,d)+A(n—1,d).
Korollar
A(5,3) = 4. J

o A(5,3)<2-A4,3) = 4.
e C = {00000,11100,00111,11011} besitzt d(C) = 3.
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Schnitt von Strings

Definition Hamminggewicht, Schnitt

Seien x,y C {0, 1}". Das Hamminggewicht w(x) von X ist definiert als
die Anzahl von Einsen in x.

Seien X = X1...Yn, Y= ¥i...Y¥n. Dannist der Schnitt definiert als

XOYy=X1-Y1..-Xn* ¥n

Lemma Distanz via Gewicht
Seien x,y C {0,1}". Dann gilt

d(x,y) = w(x) + w(y) — 2w(xNy)

@ Sei app, : Anzahl Position mit by in x und by iny, b; € {0,1}.
@ Es gilt

d(x,y)=aio+an = (aio+an)+ (a1 + ai) —2a
= w(x)+w(y) —2w(xny).
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Ungerade d genugen

Satz

Sei d > 1 ungerade. Dann existiert ein (n, M, d)-Code C gdw ein
(n+1,M,d + 1)-Code C’ existiert.

“<": Sei C' ein (n+1,M,d + 1)-Code.
@ Seienc,c¢’ € C' mit d(c,¢’) = d+ 1 und i eine Position mit ¢; # ¢;.
@ Losche i-te Position aus C’. Resultierender Code C besitzt
d(C) = d und Lange n.
“=": Sei C ein (n, M, d) Code.
@ C: Erweitere C um Paritatsbit, so dass w(c) gerade fir alle ¢ € C'.
@ Mittels Lemma

d(x,y) = w(x) + w(y) —2w(xNy) =0 mod 2 fiiralle x,y € C'.

@ Wegen d = d(C) ungerade und d < d(C’) < d + 1 folgt
d(C')=d+1.
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Einige Werte von A(n, d) (Quelle: Sloane 1982)

Korollar
A(n,d)=A(n+1,d+1)fir d > 1 ungerade. J

n |[5]/6]7]8]9] 10 | 11 | 16 |
d=31|4|8]|16 |20 | 40 | 72-79 | 144-158 | 2560-3276
d=5|2|2| 2| 4|6 12 24 256-340
d=71|-|1-12 ]2 |2 2 4 36-37
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Sphere-Covering und Sphere-Packing

Satz Schranken Sphere-Covering und Sphere-Packing
2" A 2"
m < A(n,d) < m
Untere Schranke Sphere-Covering:
@ Sei C ein optimaler (n, M, d)-Code, d.h. M = A(n, d).
@ Firallex e {0,1}"3c € C: d(x,c) < d. (Warum?)

M
{0,13"c | JB"(ci,d—1) = 2"<V(d-1)-M.
i=1

Obere Schranke Sphere-Packing:

@ C korrigiert L%J Fehler, d.h. Hammingkugeln mit diesem Radius
sind disjunkt.

o5 o - w((#5]) wee
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Bsp A(n, 3) fir Sphere-Covering und Sphere-Packing

n |[5]/6][7[8]9] 10 [ 11 | 16 |
untere |2 | 3| 5 | 7 | 12 19 31 479
A(n,3) | 48|16 |20 | 40 | 72-79 | 144-158 | 2560-3276
obere | 5|9| 16 | 28 | 51 93 170 3855
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Singleton-Schranke

Satz Singleton-Schranke
A(n, d) < 2n—d+1

@ Sei C ein optimaler (n, M, d)-Code. Entferne letzte d — 1 Stellen.

@ Resultierende Codeworte sind alle verschieden, da sichc € Cin
mindestens d Stellen unterscheiden.

@ Es gibt M viele verkirzte unterschiedliche Codeworte der Lange
n—(d—1):

M < 2n—d+1 .
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Vereinfachte Plotkin-Schranke

Satz Vereinfachte Plotkin-Schranke
Sei n < 2d, dann gilt

2d
A(n,d) < od

@ Sei C ein optimaler (n, M, d) — Code und S =3, _; d(ci, ¢j).

@ Je zwei Codeworte besitzen Distanz mindestens d, d.h. S > d("z”)
@ Betrachten erste Stelle in allen Codeworten:

» Sei k die Anzahl der Nullen und (M — k) die Anzahl der Einsen.

» Erste Stelle liefert Beitrag von k(M — k) zu S.

» k(M — k) ist maximal fir k = %, d.h. k(M — k) < ’V’Tz.

» Analog fir jede der n Stellen, d.h. S < ”T’V’Z.
@ Kombination beider Schranken und Auflésen nach M liefert

M < 2d

—2d—-n
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Vergleich der oberen Schranken

n \\7\8\9\10\11\12\13\
A(n,7) 212|122 4| 4 8
Singleton | 2 |4 | 8|16 | 32 | 64 | 128
Plotkin 212|123 |4 | 7| 14

Kodierungstheorem von Shannon fir fehlerbehaftete Kanéle

Gegeben sei ein binarer symmetrischer Kanal Q mit Fehlerws p. Fir
alle R<1+plog,p+ (1 —p)log,(1 —p) =1—H(Q)und allee >0
gibt es fur hinreichend groBe n einen (n, M)-Code C mit
Ubertragungsrate R(C) > R und Ws(Dekodierfehler) < .

@ Beweis komplex, nicht-konstruktiv.
@ Resultat gilt nur asymptotisch flir gentigend grof3e Blocklange.
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Erinnerung: Der Vektorraum F7

Schreiben {0, 1}" als FF7.

Definition Vektorraum I3

(F3, 4, -) mit Addition modulo 2, + : F5 x F] — F7 und skalarer
Multiplikation - : Fo x F — [FJ definiert einen Vektorraum, d.h.
@ Assoziativitdt: x + (y +2) = (X +y) + 2

@ Kommutativitét: x +y =y + x

© I neutrales Element 0" : 0" + x = x + 0" = x

© Selbstinverse: ¥x : x = —x, d.h. x + x = 0".

© Skalare Multiplikation: a(X +y) = ax + ay.

Definition Unterraum des [
S C F7 ist ein Unterraum des 7 gdw

0"cSund VXx,yc S:x—-yecS.

v
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