Satz von Cook-Levin (1971)

Satz von Cook-Levin
SAT ist N'P-vollstandig. J

Beweis: Mussen zeigen
@ SAT € NP (bereits gezeigt)
@ Furalle L € NP existiert polynomiell berechenbare Reduktion f:
w e L e f(w) e SAT.
Beweisidee: SeilL € NP beliebig.
@ I NTM N mit polynomieller Laufzeit nX mit
w € L < N akzeptiert w.
@ Konstruieren aus (N, w) eine Formel ¢ mit

O N akzeptiertw < f(w) = ¢ € SAT
@ fistin Zeit polynomiell in |w| = n berechenbar.

@ Betrachten dazu (n + 1) x (nk + 1) Berechnungstabelle von N.
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Berechnungstabelle T von N auf w

Tabelle T entspricht einem Pfad im Berechnungsbaum.

Erste Zeile enthélt die Startkonfiguration.

(i + 1)-te Zeile ist mogliche Nachfolgekonfiguration der i-ten Zeile.
In Laufzeit nk kénnen héchstens nk Zellen besucht werden.

T akzeptierend < T enthélt eine akzeptierende Konfiguration.

Konstruieren ¢ derart, dass ¢ erflllbar ist gdw. T akzeptierend ist.
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Struktur der Formel fir ¢

@ Sei T (i,]) der Eintrag in der i-ten Zeile und j-ten Spalte von T.
o T(i,j) e QUT furallei,j.
@ Definieren ¢ Uber den Booleschen Variablen x; ; s mit

Xijs=1T(,j))=s firseQuUT.

Formel fUr ¢: ¢ = ¢start /\ Paccept /\ PEintrag A\ Pmove Mit
dstart: T beginnt mit Startkonfiguration.
Gaccept: T muss Eintrag g besitzen.
®Eintrag- T enthalt Eintrage aus Q U T.
dmove: T besitzt glltige Nachfolgekonfigurationen.
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Definition von QbStarta ¢accept und CbEintrag

¢siart: Kodieren die Startkonfiguration g > Wy .. . Wy,
X1717q0AX1727|>/\X1737W1/\. . ./\X17n+27wn /\X17n+37|_[/\. . '/\Xl’nk+17u
daccept: ¢ ist erflillend gdw T eine erfullende Konfiguration enthalt
Paccept = \/ Xi,j,da
1<i,j<nk+1

PEintrag: T(1,]) € QUT, d.h. esgibteins c QUT mitx; ;s = 1.
® T(i,]j) enth&lt mindestens einen Eintrags € Q UT:

P>1 = \/ Xijs
seQulr
@ T(i,]) enthéalt hochstens einen Eintrags € QUT:
dp<a= N\ —(ijsAXij).
s,teQUIN,s#t

o Liefertinsgesamt ¢eintrag = A1<ij<nks1 (P21 A d<1) -
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Definition von ¢move

Ziel: Zeile i + 1 muss Nachfolgekonfiguration von Zeile i sein.

@ Definieren Fenster F der Grol3e 2 x 3.

@ (i,j)-Fenster besitzt Eintrage (i,j — 1), (i,j), (i,j + 1) und
(i+1,j—2),(0i+1,j),0+1,j+12).

@ Tabelle T besitzt (i,j)-Fenster furi=1,...,n¢,j=2,... nk,

@ Fenster F heil3t legal gwd F’s Eintrage ¢ nicht widersprechen.
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Beispiele fur legale Fenster

Sei  wie folgt definiert
@ §(q1,a) = {(q1,b,R)}.
o 5(CI1; b) = {(q27 Ca L)u (q27 a7 R)}

alq|b] [ala|b| [a]b]b
g, | alc alafg| [a]a]|b

legal legal nicht legal
ala|Qq a|qi|b Ulb|a
ala| b . | a | a Ulb|a
legal nicht legal legal

(o3

a || b al/b|a b b
Q2 | b | a2 al|b|oa c|b|b

nicht legal legal legal
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Korrektheit der Konstruktion

Lemma Korrektheit Berechnungstabelle

Sei T eine Tabelle mit den folgenden Eigenschaften.
© Die erste Zeile ist die Startkonfiguration von N auf w.
@ Jedes Fenster ist legal.

Dannist T eine Berechnungstabelle von N auf Eingabe w.

@ T(i,j)# T(i +1,j) ist nur dann moglich, falls einer der Eintrage
T(i,j —1),T(i,j) oder T(i,j + 1) einen Zustand enthalt.

@ Falls die obere Zeile einen Zustand &ndert, muss sich die untere
Zeile gemal § &ndern.

@ D.h. jede Zeile ist eine Nachfolgekonfiguration der Vorgangerzeile.
@ Damitist T eine Berechnungstabelle.
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Konstruktion von ¢move

@ Informal gilt: dmove = A\1<j<nk 2<j<n FeNSster (i, ) ist legal.

@ Die Anzahl legaler Fenster hangt nur von den moglichen
Ubergangen in N ab, nicht von der Eingabe w.

@ D.h. es gibt eine Menge F von 6-Tupeln (fy,...,fs), so dass F alle
legalen Fenster beschreibt.

@ Damit kdnnen wir das Pradikt [Fenster (i,]) ist legal] formalisieren

Vo Omnfy AXijty AXijtis AXiedj—1f AXigLife A XisLj+1f)-
(f1,-..T6)€F
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Reduktion ist polynomiell

Lemma Lange von ¢

Sei N eine NTM mit Laufzeit nk bei Eingabe w, |w| = n. Dann besitzt
die Formel ¢ = ¢start /A Paccept /\ PEintrag /A Pmove LaNgE O(nZk): d.h.
Lange polynomiell in n.

Zudem ist ¢ bei Eingabe (N, w) in Zeit O(n?¢) berechenbar.

bsart: @ Anzahl Literale: O(n¥), Berechnung direkt aus w
daccept: @ Anzahl Literale: O(n?<)
OEinrag: @ Anzahl Literale in ¢>1, p<1: O(1), unabhéngig von w.
@ Anzahl Literale in ¢ginrag : O(N%).
dmove: @ Anzahl legaler Fenster |F|: O(1), unabh&ngig von w.
@ Anzahl Literale in ¢move: O(n%).
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Von SAT zu 3SAT

Satz
3SAT ist N'P-vollstéandig. J

@ Modifizieren zunachst vorigen Beweis derart, dass ¢ in KNF ist.
o ¢start und ¢accept Sind bereitS in KNF

o d)Eintrag = /\i,j(d’zl A ¢§1) = /\iyi d)zl A /\i,j d)gl
» ¢>1 besteht aus einer Klausel.
» Schreiben ¢<; als Konjunktion von Klauseln:

d<1 = N\ (XijsV Xije) -
st

@ oPmove: Wandle disjunktive Normalform des Pradikats fir legale
Fenster
\/ (Xij—1, AXijigy A e s AXigdjgafs)-
(f1,....f)EF
in KNF um. Umwandlung in O(1), da |F| unabhéangig von |w| = n.
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Umwandlung von KNF in 3-KNF

Sei ¢ =Ky A ... Aky eine KNF-Formel, wobei k; = a; V...V a, eine
Klausel mit n > 3 Literalen ist.

@ Fuhren neue Variablen z,,...,z,_3 ein.
@ Ersetzen Klausel k; durch die 3-KNF Formel

ki = (a1VaaVzi)A(-z1Vazvza)A(~2aVagVza)A. . . A(—zn_3Van_1Van)

B ist eine erflllende Belegung fur k; gdw ein Literal a; wahr ist.
Dann ist aber kj’ erfullbar mit a; = 1 und

zij=1furj<i—1 wund z =0furj>i-1

Sei andererseits kj’ erfillbar.

Dann muss ein Literal a; wahr sein, und damit ist k erftllbar.

Konnen ¢ in KNF bzw. in 3-KNF in O(|¢|) Schritten umwandeln.
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NP-Vollstandigkeit von CLIQUE

Satz
CLIQUE ist N'P-vollstandig. J

Beweis: zu zeigen
O CLIQUE e NP
» Ubung
@ 3 NMP-volistandige Sprache L mit L <, CLIQUE

» Bereits gezeigt: 3SAT ist A'P-vollstandig.
» Bereits gezeigt: 3SAT <, CLIQUE.
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Knotentberdeckung

Definition k-Knoteniberdeckung

Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph. Eine Knotenmenge U C V,
|U| = k heif3t k-Knotentberdeckung, falls

enU # (firallee e E.

Wir definieren die folgende Sprache.

KNOTENUBERDECKUNG:= {(G, k) | G besitzt ein&k-Knotenuberdeckung.

Satz
KNOTENUBERDECKUNG ist A/'P-vollstandig.

Beweis: zu zeigen

© KNOTENUBERDECKUNG € NP (Ubung)

@ 3-SAT <, KNOTENUBERDECKUNG, d.h. es gibt berechenbares f:
¢ € 3SAT & f(¢) = (G, k) € KNOTENUBERDECKUNG
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Die Reduktion f
Idee der Reduktion f:

@ Konstruieren fir jedes Literal x; Knotenpaar mit Labeln x; und —x;.
@ Knotenlabel einer Uberdeckung bilden erfiillende Belegung.

Algorithmus Mg
Eingabe: ¢(X1,...,Xn) = Ki A ... AKn Mit Ky =451V o V 43,
© Variablenknoten: Fiiri =1...n:
Konstruiere zwei verbundene Knoten mit Labeln x; und —x;.
@ Klauselknoten: Firj=1...m:
Konstruiere 3 paarweise verbundene Knoten mit Labeln 41, 42, ;3.
© Verbinde Variablen- und Klauselknoten mit denselben Labeln.
Q Setzek =n+ 2m.
Ausgabe: (G, k)

@ Schritt 1: O(n), Schritt 2: O(m), Schritt 3: O(m), Schritt 4: O(1).
@ || = O(n+ m) = O(m), d.h. die Laufzeit ist polynomiell in ||
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Reduktion fur ¢ = (X1 V X2 V X2) A (=X1 V X1 V —X2)
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¢ € 3SAT = f(¢) € KNOTENUBERDECKUNG

Sei ¢(X1,...,X%n) € 3SAT
@ Dann gibt es eine erfiillende Belegung der Variablen Xy, ..., X,.
@ In die Menge U werden die folgenden Knoten aufgenommen.
» n Variablenknoten:
Falls x; = 1, ist Knoten mit Label x; in U. Sonst Knoten mit —x;.
» 2m Klauselknoten:

Fir jede Klausel ist mindestens ein Knoten mit einem Variablen-
knoten aus U verbunden. Die anderen beiden Knoten sind in U.
@ U ist eine n + 2m-Knoteniberdeckung:

» Die Kanten zwischen Variablenknoten x;, —x; sind berdeckt durch
einen Variablenknoten.

» Kanten zwischen Klauselknoten 41, ¢}, ¢j3 sind Gberdeckt durch
zwei Klauselknoten.

» Kanten zwischen Variablen- und Klauselknoten sind tberdeckt:
Entweder der Variablenknoten Uberdeckt die Kante oder einer der
beiden Klauselknoten.

@ D.h.f(¢) = (G,n +2m) € KNOTENUBERDECKUNG
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Korrektheit: Rickrichtung

Seif(¢) = (G,n+2m) € KNOTENUBERDECKUNG:
@ Dann gibt es eine (n + 2m)-Knotenuberdeckung U mit:
» Mindestens ein Variablenknoten x; oder —x; ist in U fur alle i.
» Mindestens 2 von 3 Klauselknoten ¢, ¢j2, ¢j3 sind in U fiir alle j.
» Da|U|=n+2m:
Jeweils genau ein Variablenknoten und genau zwei Klauselknoten.
@ Sei B die Belegung, die die Variablenknoten aus U auf wahr setzt.
B ist eine konsistente Belegung.
Fir alle Klauseln K; mit Knoten 41, {2, ¢z ist ein £k € [3] nicht in U.
Die Kante vom Klausel- zum Variablenknoten ¢ wird (iberdeckt.
D.h. der Variablenknoten ¢ ist in U. Damit erfillt ¢ die Klausel K;.

@ D.h. B ist eine erfullende Belegung fur ¢.

v

vvYyy

@ Damit gilt ¢ € 3SAT.
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Subset Sum

Definition Sprache SubsetSum
SeiM = {my,...,m¢} C Nundt € N. Wir definieren die Sprache
SUBSETSUM:= {(M,t) [3SC M : > sS =t}

Satz
SUBSETSUM ist A'P-vollstandig.

© SuBSETSUM € NP (Ubung)
@ 3SAT <, SUBSETSUM

Idee der Reduktion f(4(X1,...,Xn)) = (S,t): Konstruieren
@ fUr jedes x; Elemente yj, z; € S fur x; = 1 bzw. xj = 0,
o flr jede Klausel Kj Variablen gj, h; € S flr nicht erfillte Literale.
@ Definieren Tabelle T mit Zeilen y;, z;, gj, h; und Zeile t. Die Spalten
bestehen aus x; und K; furi € [n],j € [m].
@ Eintrage in einer Zeile werden als Dezimaldarstellung interpretiert.
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Konstruktion der Reduktion f

Algorithmus Mg
EINGABE: ¢(X1,...,Xn) = Ky A ... AKy mit Kj = 41 V 4o V 43
© Erstelle Tabelle T mit Spalten fur X1, ...,%, und Ky, ..., Kn.

@ Erstelle 2n Variablenzeilen fiir x;, i = 1,...,n:

y;: Einsen in Spalte x;. Fur alle Spalten K;: Anzahl Literale x; in K.
z;: Einsen in Spalte x;. Fir alle Spalten Kj: Anzahl Literale —x; in K.

© Erstelle 2m Klauselzeilen fur Ki,j=1,...,m:
gj, hj: Einsen jeweils in Spalte K;.
© Erstelle Zeile t: Einsen in Spalten x;, Dreien in Spalten Kj.

© Fiille mit Nullen. Definiere y1,21,...,¥n,Zn, 91,01, ...,9m, hm, t
mittels des Dezimalwerts der betreffenden Zeile.

AUSGABE: (M t) mit M = {y1,21,...,Yn,Zn,91,01,...,9m, hm}.

Laufzeit:
@ Eingabelénge |¢| > max{m,n} = Q(m + n)
@ T (M) = O((n + m)?), d.h. polynomiell in der Eingabelénge.
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Bsp fur ¢ = (Xg VX2 V X2) A (X1 V X2 V —X2)

@ Definieren Tabelle T

X
a

X
N

~
i

OO Fr,r KPR, ONOLPR

Rrloooolrr oo
Wk Rk oolrkrkrold

«Q
=
RPOOOOO0OO0OREF

w

@ Setzey; = 1010,z; = 1001,...,t = 1133.
@ Belegung x1, X, = 1 erfillt alle Literale in K; und Literal x, in Ks.

@ Zahlen y1,y, summieren sich mit g,, h, flr K, zu t.
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Korrektheit: ¢ € 3SAT = f(¢) € SUBSETSUM

Sei ¢ € 3SAT
@ Dann besitzt ¢ eine erfillende Belegung B.
@ Nimmy; in S auf, falls x; = 1 in B. Sonst nimm z; in S auf.

Betrachtent’ = 3" g s:

» B ist konsistente Belegung: Obere n Dezimalstellen von t’ sind 1.
» B ist erfullend: Untere m Dezimalstellen ty, ...ty sind aus {1,2,3}.

Falls tj = 1, nimm g; und h; in S auf. Falls tj = 2, nimm g; in S auf.
Damit gilt >~ .gs =t.
D.h. f(¢) = (M,t) € SUBSETSUM
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Korrektheit f(¢) € SUBSETSUM = ¢ € 3SAT

Sei f(¢) € SUBSETSUM
@ DanngibtesS C M mit) ss=t, wobeit=1...13...3.
@ Die oberen n Dezimalstellen von t sind 1.
» Damit enthdlt S fiir jedes i genau eines der Elemente vy;, z;.
» Sei B die Belegung mit x; = 1 fury; € Sund x; = 0 fur z; € S.
@ Die unteren m Dezimalstellen t;, ..., t, vont sind 3.

» D.h. ; kann nicht allein als Summe von g; und h; dargestellt werden.
» Fir jedes t; kommt mindestens ein Beitrag aus eine Zeile y; bzw. z;.
» D.h. das Literal x; bzw. —x; erflillt die Klausel K;.

@ Damitist B eine erfullende Belegung fir ¢.
@ D.h. ¢ € 3SAT.
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