Alle oder einzelne

Lemma
Wahlvon r = (ry, ..., ) €g ] ist &quivalent zur Wahl aller r; €g [F». J

Beweis:
@ =:0BdAseii=1.
@ Es existieren 2"~ Vektoren der Form 0{0,1}"~" bzw. 1{0,1}"".
@ D.h.Pr(ry =0) = 2" =1 = Pr(r; = 1).
@ <:Wahle alle r; eg F> und setze r = (ry,..., ).
@ Dann gilt fir alle x € F
Pr(r=x)=Pr(ri =X N...0rm=xp) =[] Pr(ri = x;) = 2.
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Analyse von PROBMATRIX

Lemma
Sei AB # C. Dann gilt fir alle r cg F3

Pr(ABr = Cr) < .

Beweis:
@ SeiD=AB - C +# 0. OBdA d;1 # 0.
@ Angenommen ABr = Cr, d.h. Dr = 0 und insbesondere

n . — Xl dyn
@ Wir wahlen in dieser Reihenfolge ry,, ..., 1 €R Fgr;
. L. T dyirn
@ Die Wahlvon ry, ..., r» €g IF» determiniert x := —% € Fo.

@ Esfolgt Pr(ry = x) = J und damit insgesamt
Pr(Dr = 0) < Pr(3_[_ dijr; = 0) = 3.
Korollar

PROBMATRIX liefert fir AB = C stets die korrekte Antwort und fur
AB +# C die korrekte Antwort mit Ws mindestens 1 — ().
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Umdrehen der bedingten Ws

Problem:
@ Haben bisher Pr(Ausgabe “gleich”|AB # C) analysiert.
@ Uns interessiert aber oft Pr(AB # C|Ausgabe “gleich”).

Satz von der totalen Ws
Seien Ey, ..., E, C Q disjunkt mit UL, E; = Q. Dann gilt

Pr(B)=>",Pr(BNE;)=>",Pr(B| E)Pr(E).

Beweis: per Bild.

Satz von Bayes
Seien Ey, ..., E, C Qdisjunkt mit U, E; = Q, Pr(B) > 0. Dann gilt

__ Pr(EnB) _ Pr(B|E;)Pr(E))
Pr(Ej | B) = ~pigy = s, PriBIE) PH(E)"
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Umdrehen der bedingten Ws
Berechnen von Pr(AB # C|Ausgabe “gleich”):
@ Sei E das Ereignis AB = C und B das Ereignis ABr = Cr.
e Starten mit A priori Modell, dass Pr(E) = Pr(E) = .
@ Esgilt Pr(B| E) = 1 und Pr(B | E) < }. Mit Satz von Bayes folgt

1

Pr(B|E) Pr(E) 3 _2
Pr(E | B) = PI(BIE) Pr(E)+P1(B|E) Pr(E) — é+22 =3
@ Passen Modell nach 1. lteration an: Pr(E) >= 23 und Pr(E) = 1

@ Bei erneutem Ereignis B liefert der Satz von Bayes
2
Pr(E|B) >+ = ¢
3'23

@ Allgemein erhalten wir nach dem k-ten Auftreten von B induktiv
Pr(E|B)>1-— W
@ D.h. nach z. B. 100 lterationen erhalten wir
Pr(Ausgabe “gleich” | AB £ C) > 1 — 2% und
Pr(AB # C | Ausgabe “gleich”) > 1 —

1
2100+1 .
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Randomisierter Min-Cut Algorithmus
Problem Min-Cut

Gegeben: Zusammenhangender ungerichteter Graph G = (V, E)
Gesucht: C C E mitmin. |C|und G = (V, E\ C) nicht zusammenh

Algorithmus KANTEN-KONTRAKTION (Karger 1993)
EINGABE: G = (V, E)
@ REPEAT UNTIL |V| =2
@ Waéhle e={u,v} eg E.

@ Verschmelze u, v zu einem Knoten mit Label u, v.
Entferne dabei alle Kanten zwischen v und v.

AUSGABE: C = E, d.h. alle verbliebenen Kanten

@ Laufzeit: O(|V| + |E|) = O(n+ m) fur |V| = n,|E| = m.
@ Bei Terminierung: Zwei Knoten mit Label S V und V'\ S.
@ Damitist C ein Cut, der die Partitionen Sund V' \ S trennt.
@ C besitzt aber nicht notwendigerweise minimale-GréBe.
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Analyse KANTEN-KONTRAKTION
Satz
KANTEN-KONTRAKTION berechnet minimalen Cut mit Ws > ﬁ J

Beweis:
@ Sei Cpjp ein minimaler Cut in G mit |C| = k.
@ Falls nie eine Kante in Cp,, kontrahiert wird, erfolgt Ausgabe C;p.
@ E;: Ereignis Kante {u, v} ¢ C in i-ter lteration.
@ Sei Fj = ﬂ .—1 Ej. Wir berechnen zunachst Pr(F;) = Pr(Ey).
@ Jedes v e V beS|tzt deg(v) > k. (Warum?)
e Damit gilt V| > %2, D.h. Pr(E;) < £ = 2 bzw. Pr(E;) > 1 - 2.
@ Nach E; verbleibt G mit n —1 Knotzen und minimalem Cut Cm,-,,.
@ Dh.Pr(Ez | F1) >1— 5 undallg. Pr(E; | Fi_q) > 1 — = (, 7
o KANTEN-KONTRAKTION Ilefert nach n — 2 Kontraktionen C,;, mit
PI’(Fn,Q) = Pr(E,,,g n Fn,3) = Pr(E,,,g ‘ Fn,3) . Pr(ans)
Pr(En—2| Fn3)-Pr(Ens | Fpoa)-...-Pr(Ea | Fy)-Pr(Fy)

@ Es folgt Pr(Fy2) > [TL{ (1 — 7=6=1y) = 7ey-
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Amplification

Lemma Amplification

n(n — 1) In n-maliges Wiederholen von KANTEN-KONTRAKTION und

Ausgabe des kleinsten Cuts liefert minimalen Cut mit Ws > 1 — #

Beweis:
@ Ereignis E;: kein minimaler Cut in i-ter Wiederholung
@ Damit liefert KANTEN-KONTRAKTION keinen minimalen Cut mit

Pr(Ein...NEp(n—1)inn) = Hfi’f”'”” Pr(E;) < (1 _n(n2_1))n(n—1)|nn'

@ Mittels 1 — x < e~ erhalten wir
Pr(Esn...N En(n—1)|nn) < g—2Inn — %

Prob - Vorlesung 02 Matrix-Test, Mincut, Amplifikation, Zufallsvariable, Linearitat des Erwartungswerts 17/23



Diskrete Zufallsvariablen

Definition Zufallsvariable

Eine Zufallsvariable (ZV) X ist eine Abbildung X : 2 — R. Eine diskrete
Zufallsvariable nimmt nur (abzahlbar un-)endlich viele Werte an.

Bsp:
@ SeiQ={(1,1),(1,2),...} ein 2-maliger Munzwrf.
@ ZV X: Summe der beiden Wirfe. X nimmt Werte in {2,...,12} an.
@ Pr(X=4)=Pr((1,3)) +Pr((2,2)) + Pr((3,1)) = 3— = lz

Definition Unabhangigkeit von Zufallsvariablen
Zwei ZV X, Y sind unabhé&ngig gdw

PriiX=x)Nn(Y=y))=Pr(X=x)-Pr(Y =y)faralle x,y.
Allgemein: Xj, ..., Xk sind unabhéngig gdw fur alle I C {1,... k} gilt

Pr (Nic; Xi = xi) = [1;c; Pr(X; = x;) fur alle x; mit j € /.
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