Zufallige Graphen
Definition Zufélliger Graph G, p

Fur Gp wahle n Knoten und setze jede der (5) Kanten mit Ws p.

Satz
Far alle e > 0 und hinreichend grof3e n gilt:
Gnp Mit p = o(n‘g) enthélt eine Clique der GroBe 4 mit Ws kleiner e.

v

Beweis:
@ Seien Cq,..., C(;’) alle Mengen mit 4 Knoten.
@ Sei IV X; = 1 falls C; eine Clique ist und X = Zg X;. Dann gilt

EIX] = S Prixi = 1] = (7)p° < n* - o(n4) = o(1).
@ D.h. E[X] < e fir hinreichend groBe n. Da X > 0 folgt
PriX>1)<E[X]<e O

" . 2y . , .
Frage: Enthalt G, flr p = w(n™3) eine 4er-Clique mit groBer Ws?



2. Moment Methode

Satz 2. Moment Methode
Sei X eine nicht-negative ganzzahlige ZV. Dann gilt

_ Var[X]
Pr(X =0) < EDD?”

Beweis: Mit Chebyshevs Ungleichung gilt

B B Var[X]
Pr(X = 0) < Pr(|X — E[X]| = E[X]) < Gpqz T

Nachteil: Die Berechnung von Var[X] ist oft aufwandig.
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2. Moment Methode

Satz
Sei X =7, X; mit 0,1-ZV X;. Dann gilt

Pr(X > 0) > Y7Ly £y

Beweis: Sei Y = fiir X > 0 und Y = 0 sonst. Dann gilt
Pr(X>0) = E[XY]= IE[ZX,-Y] =S EXY]
i=1 i=1

= SCEDOY | X = 11X = 1)+ ELXY | X = 0]Pr(X =0)

i=1

- iE[Y|X,:1]Pr(X,-:1):i]E[1Y|X,-:1]Pr(X,:1)

i=1 i=1

(Y

Z E?)r((f(lx_j )1] (mit Jensens Ungleichung E[f(X)] > f(E[X])) O
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Zufallige Graphen

Satz
Far alle e > 0 und hinreichend groBe n gilt:
Gnp mitp = w(n‘g) enthalt keine Clique der GroBe 4 mit Ws kleiner e.

Beweis: i

@ Sei wie zuvor IV X; = 1 falls C; eine Clique ist und X = z,(j Xi.
@ Zeigen, dass Pr(X > 0) — 1.D.h. Pr(X =0) < e.
@ Es gilt fir ein festes X;

11— 5 5013 11— 5 e — 11— 1)
e Fur (",*) Knotenmengen C; mit |C; N C;| = 0: X; = 1 mit Ws pP.
e Fir 4(";*) Knotenmengen C; mit |C; N Cj| = 1: X; = 1 mit Ws pP.
e Fir6(",*) Knotenmengen C; mit |C; N C;| = 2: X; = 1 mit Ws p°.
e Fir 4("*) Knotenmengen C; mit |C; N Cj| = 3: X; = 1 mit Ws p°.

@ Es folgt Pr(X > 0) > (2)p° 1.0

= 1" ) 4" ) oo +6(" ) +4(" )PP n—oo
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Lovasz Local Lemma
Motivation: Probabilistische Methode
@ Seien E4,..., E, schlechte Ereignisse.
@ Weiter seien Eq,. .., E, unabhéngig. D.h. fir alle / C {1,..., n} gilt
Pr(Mics Ei) = 1ies PL(E:') o
@ Mit E4,..., E, sind auch die Ereignisse Eq, ..., E, unabhangig.
@ Falls Pr(E;) < 1 fur alle i, dann folgt
Pr(Nic/ Ei) = 11, Pr(E;) > 0.
@ D.h. es existiert ein Element des Wsraums, das in keinem der
schlechten Ereignisse auftaucht.
@ Frage: Was passiert fur limitierte Formen von Unabhangigkeit?

Definition Abhangigkeitsgraph
E heiBt unabhéngig von E;, ..., E, falls firalle I C {1,..., n} qilt
Pr(E | N Ei) = Pr(E).
Der Abhéngigkeitsgraph G = (V, E) fur Eq, ..., E, ist definiert als
V={1,...,n}und E = {(/,j) | Ej ist abh&ngig von E;}.
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Lovasz Local Lemma

Lemma Lovasz Local Lemma (1975)
Seien Eq, ..., E, Ereignisse mit
Q Pr(E) <pflrallei=1,...,n,

@ Abhéangigkeitsgraph G = (V, E)von E;, ..., E, besitzt Grad < d,
Q 4dp< 1.

Dann gilt Pr(N7_, E;) > 0.

Beweis:
@ Sei SC {1,...,n}. Wir zeigen fir alle k ¢ S

Pr(Ex | ﬂ/es E;) < 2p per Induktion Uber |S| =s,5=0,...,n.
@ Die Aussage des Theorems folgt aus

n i—1 n

Pr((n]E-) = J]Pr(E | ﬂ f[ 1—Pr(E|ﬂE >J(1-2p) >
i=1 i=1 j=1 i=1

@ Bendtigen Pr((;cs £ Ej) > 0. Fall s =1 folgt aus Pr(Ej) > 1 —p > 0.
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Lovasz Local Lemma

Beweis: (Fortsetzung)
@ Firs>1seiOBdA S={1,...,s}. Esgilt analog wie zuvor

J— : v
Pr(NE E) =TT (1 = Pr(Ei | 1 ) = TTE4(1 - 2p) > 0.
© SeiS;={jeS|(kj)eElund S, =S\ S. Fir S, = S gilt
Pr(Ek | Njes E) = Pr(Ex) < p.
@ Seialso |S;| < s. Sei Fs = (V.5 Ej. Es gilt Fs = Fs, N Fs, und

_ Pr(ExnFs) _ Pr(EknFs,NFs,)  Pr(ExNFg,|Fs,)
Pr(E | Fs) = —pi(Fs) = ~PriFs.nFs) = Pi(FsIFs)

@ Esgilt PI’(Ek N FS1 ’ FSZ) < PI’(Ek ‘ Fsz) = Pr(Ek) <p.
@ Es geniigt nun, Pr(Fs, | Fs,) > % zu zeigen. Es qilt

Pr(Fs, | Fs,) =Pr(Nics, Ei | Njes, E) =1 — Yics, Pr(Ei [ Njes, E))
1\%

<1=Yjes 2p>1-2pd >3 O
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Anwendung: Erfullbarkeit
Problem Erfullbarkeit von k-SAT

Gegeben: k-SAT Formel (keine Klausel enthalt Variable doppelt)
Gesucht: erflllende Belegung

Satz Existenz erflllender Belegung

Eine k-SAT Formel ist erflillend, falls keine Variable in mehr als T = %
Klauseln vorkommt.

v

Beweis:
@ Wabhle eine zufallige Belegung der Variablen.
Ereignis E;, i = 1,..., m: i-te Klausel ist nicht erfullt.
Da jede Klausel k Literale enthalt, gilt p = Pr(E;) = .
E;, E; abhangig, falls Klauseln /,j gemeinsame Variable besitzen.
Jeder der k Variablen in Klausel i kommtin < T = % Klauseln vor.
D.h. wir erhalten d < kT < 2. Es folgt 4dp < 432k = 1.
Mit Lovasz Local Lemma folgt Pr(N", E;) > 0. O
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