Probabilistische Algorithmen

Alexander May

Fakultat fir Mathematik
Ruhr-Universitat Bochum

Sommersemester 2016

Prob - Vorlesung 01

a
Elementare Ws-Theorie, Unabhangigkeit, Probabilistische Gleichheitstests




Organisatorisches

@ Vorlesung: Di 10-12 (2+2 SWS, 6 CP)
e Ubung: tba
@ Assistent: Robert Kiibler

o Ubungsbetrieb: jeweils abwechselnd alle 2 Wochen

» Prasenziibung, Start 19. April
» Zentrallbung, Start 26. April

e Ubungsaufgaben werden korrigiert.
@ Gruppenabgaben bis 3 Personen mdglich.

@ Miindliche Prifungen: Fr. 29.07.2016 (?)

Prob - Vorlesung 01 Elementare Ws-Theorie, Unabhangigkeit, Probabilistische Gleichheitstests 2/118



Ws-Funktion

Definition

Ein Wsraum besteht aus
@ Ergebnismenge Q mit Ereignissen E C Q,
@ Ereignismenge F C 29,
© Wsfunktion Pr : F — R.

Ein e € Q hei3t Elementarereignis.

Definition Wsfunktion

Far eine Wsfunktion Pr : F — R gilt:

@ 0 < Pr(E) < 1 fir alle Ereignisse E C Q.
Q Pr(Q)=1.

© Fur alle (abzahlbar un-)endlichen Sequenzen Ey, Es, . ..

paarweise disjunkter Ereignisse
Pr(Uis1 Ei) = >_is1 Pr(Ei).
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Eintreten von mindestens einem Ereignis

Lemma
FUr beliebige Ereignisse Eq, E; qilt:

PI’(E1 U Eg) = PF(E1) = PI’(EQ) = Pr(E1 N E2)

Beweisidee: Schreibe E; U E; = Ey U (Ex \ (E1 N Ep)).

Korollar 1 Union Bound
Far alle (abzahlbar un-)endlichen E;, E,, ... gilt

Pr(Ui>1 Ei) <> i1 Pr(Ei).

Korollar 2 Inklusion-Exklusion
Fur alle Ereignisse Eq, E», . . ., E, qilt

Pr(ULLs E1) = Xi1 Pr(E) =3, PrEIVE)+ Y < jk PHENENEK) -
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Unabhangigkeit und Bedingte Ws
Definition Unabhéangigkeit
Zwei Ereignisse Eq, E» sind unabhéngig gdw

Pr(Eq N Ep) = Pr(Eq) - Pr(Ey).
Allgemein: Eq, ..., Ex sind unabhédngig gdw fur alle I C [1, ..., k] gilt
Prlie Eil = I1ie/ Pr(Ei).

Definition Bedingte Ws
Die bedingte Ws, dass E eintritt, falls E4 eintritt, ist

Pr{Ez | £1] = P5gf falls Pr[Eq] > 0.

Anmerkung: Fir unabhangige E;, Es gilt
Pr(Ex | E1) = Pr(EyNEy) _ Pr(E)Pr(Ep) Pr(E»).

Pr(E;) Pr(E;)
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Polynomvergleich
Problem: Polynomvergleich.
o Uberpriife, ob (x + 1)(x +2)(x + 3) = x3 + 6x2 + 10x + 6.
@ Sei d der Grad der zu vergleichenden Polynome.
@ Deterministische Losung: Multipliziere linke Seite in O(d?) aus.
@ Algorithmus liefert stets die korrekte Lésung.
Notation: r €z A bedeutet, wir wahlen r € A uniform gleichverteilt, d.h.

Pr(r=a) = furalle ac A,

Algorithmus Probabilistischer Polynomvergleich PROBPOLY
EINGABE: F(x), G(x)
Q@ FORi=1tok
Q@ Wahler eg {1,...,100d}.
@ Falls F(r) # G(r) Ausgabe “verschieden”, EXIT.
Ausgabe “gleich”.

Laufzeit: O(kd) = O(d) fur konstantes k.
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Korrektheit

Satz

PRoBPoOLY liefert fiir F(x) = G(x) stets die korrekte Antwort und fur

F(x) # G(x) die korrekte Antwort mit Ws > 1 — (3{5)X.

Beweis:

@ Falls F(x) = G(x), so gilt auch F(r) = G(r) fur alle r.

@ Angenommen F(x) # G(x). Damit gilt P(x) = F(x) — G(x) # 0.

@ P(x) besitzt grad(P(x)) < d und damit héchstens d Nullstellen.

@ Ereignis E;: PROBPOLY liefert nicht “verschieden” in Iteration /.

Pr[Ej] = Pr[r ist Nullstelle von P(x)] < ;35 = 135 fur alle i.
@ Definiere E = Ey n...N Ek. Aus der Unabhéangigkeit der E; folgt
Pr(E)=Pr(EsN...NEx) = H, 1 Pr(E) < (100)"

@ E bedeutet, dass letztlich Ausgabe “gleich” erfolgt. D.h.

Pr{Ausgabe “verschieden”|F(x) # G(x)] = Pr[E] > 1 — (15X
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Verbesserter Algorithmus

Idee: Hatten gerne paarweise verschiedene r; in Iteration i.

Algorithmus Probabilistischer Polynomvergleich PROBPOLY2
EINGABE: F(x), G(x)
@ FORi=1tok

Q@ Wahlerieg {1,...,100d} mitr; # rifirallej=1,..., k- 1.
@ Falls F(r) # G(r) Ausgabe “verschieden”, EXIT.

Ausgabe “gleich”.
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Analyse

Analyse der Irrtumsws.
@ Angenommen F(x) # G(x), d.h. P(x) = F(x) — G(x) # 0.
@ Die Ereignisse E;, dass P(r;) = 0, sind nun abhé&ngig. D.h.

Pr(E1 ﬂ...ﬂEk) = PI’(Ek | E, m...mEk,1)-Pr(E1 ﬁ...ﬂEk,1)=...
= PI’(E1)~PI’(E2 | E1)Pr(Ek | E; ﬂ...ﬂEk_1).
@ Ziehen der r; ohne Zuriicklegen liefert
d—(i—
Pr(Ej | Er NN Ej1) < 1o0ahy
@ Es folgt fur die Fehlerws
d—(j—1
Pr(E) = Pr(Ey N0 Ex) < TT%¢ 1osag -

@ Dies ist fiir k < d nur unwesentlich kleiner als (155)" zuvor.

@ Wir ziehen daher haufig eine vereinfachte Analyse vor.
@ D.h. wir verwenden oft unabhangig gleichverteilte r;.
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Matrixmultiplikation

Problem Matrixvergleich.

@ Gegeben seien Matrizen A,B,C € F,*". Uberpriife AB Zc.
@ Produkt Ab; kann fir b; € Fj in Zeit O(n?) berechnet werden.
@ Deterministisch: Multipliziere AB in Zeit O(n®) (bzw. O(n?37)) aus.

Algorithmus PROBMATRIX
EINGABE: A, B, C € F*"

Q@ Fori=1tok
© Wahle r eg {0,1}".
@ Falls A(Br) # Cr Ausgabe “verschieden”, EXIT.
Ausgabe “gleich”.

Laufzeit: O(kn?) = O(n?) fir k < n
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Alle oder einzelne

Lemma
Wahlvon r = (ry, ..., ) €g F] ist 4quivalent zur Wahl aller r; €g F». J

Beweis:
@ =:0BdAseii=1.
@ Es existieren 27" Vektoren der Form 0{0,1}"~! bzw. 1{0,1}"".
o Dh.Pr(ry =0) = 2. =1 = Pr(r; = 1).
@ <:Wahleallerieg Fo und setze r = (ry,..., ).
@ Dann gilt fir alle x € F7
Pr(r=x)=Pr(rn=x1N...0 = xp) =[] Pr(ri = x) = 2.
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Analyse von PROBMATRIX

Lemma
Sei AB # C. Dann gilt fir alle r cg F3

Pr(ABr = Cr) < .

Beweis:
@ SeiD=AB - C +# 0. OBdA d;1 # 0.
@ Angenommen ABr = Cr, d.h. Dr = 0 und insbesondere

n . — Xl dyn
@ Wir wahlen in dieser Reihenfolge ry,, ..., 1 €R Fgr;
. L. T dyirn
@ Die Wahlvon ry, ..., r» €g IF» determiniert x := —% € Fo.

@ Esfolgt Pr(ry = x) = J und damit insgesamt
Pr(Dr = 0) < Pr(3_[_ dijr; = 0) = 3.
Korollar

PROBMATRIX liefert fir AB = C stets die korrekte Antwort und fur
AB +# C die korrekte Antwort mit Ws mindestens 1 — ().
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Umdrehen der bedingten Ws

Problem:
@ Haben bisher Pr(Ausgabe “gleich”|AB # C) analysiert.
@ Uns interessiert aber oft Pr(AB # C|Ausgabe “gleich”).

Satz von der totalen Ws
Seien Ey, ..., E, C Q disjunkt mit UL, E; = Q. Dann gilt

Pr(B)=>",Pr(BNE;)=>",Pr(B| E)Pr(E).

Beweis: per Bild.

Satz von Bayes
Seien Ey, ..., E, C Qdisjunkt mit U, E; = Q, Pr(B) > 0. Dann gilt

__ Pr(EnB) _ Pr(B|E;)Pr(E))
Pr(Ej | B) = ~pigy = s, PriBIE) PH(E)"
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Umdrehen der bedingten Ws
Berechnen von Pr(AB # C|Ausgabe “gleich”):
@ Sei E das Ereignis AB = C und B das Ereignis ABr = Cr.
e Starten mit A priori Modell, dass Pr(E) = Pr(E) = .
@ Esgilt Pr(B| E) = 1 und Pr(B | E) < }. Mit Satz von Bayes folgt

1

Pr(B|E) Pr(E) 3 _2
Pr(E | B) = PI(BIE) Pr(E)+P1(B|E) Pr(E) — é+22 =3
@ Passen Modell nach 1. lteration an: Pr(E) >= 23 und Pr(E) = 1

@ Bei erneutem Ereignis B liefert der Satz von Bayes
2
Pr(E|B) >+ = ¢
3'23

@ Allgemein erhalten wir nach dem k-ten Auftreten von B induktiv
Pr(E|B)>1-— W
@ D.h. nach z. B. 100 lterationen erhalten wir
Pr(Ausgabe “gleich” | AB £ C) > 1 — 2% und
Pr(AB # C | Ausgabe “gleich”) > 1 —

1
2100+1 .
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Randomisierter Min-Cut Algorithmus
Problem Min-Cut

Gegeben: Zusammenhangender ungerichteter Graph G = (V, E)
Gesucht: C C E mitmin. |C|und G = (V, E\ C) nicht zusammenh

Algorithmus KANTEN-KONTRAKTION (Karger 1993)
EINGABE: G = (V, E)
@ REPEAT UNTIL |V| =2
@ Waéhle e={u,v} eg E.

@ Verschmelze u, v zu einem Knoten mit Label u, v.
Entferne dabei alle Kanten zwischen v und v.

AUSGABE: C = E, d.h. alle verbliebenen Kanten

@ Laufzeit: O(|V| + |E|) = O(n+ m) fur |V| = n,|E| = m.
@ Bei Terminierung: Zwei Knoten mit Label S V und V'\ S.
@ Damitist C ein Cut, der die Partitionen Sund V' \ S trennt.
@ C besitzt aber nicht notwendigerweise minimale-GréBe.
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Analyse KANTEN-KONTRAKTION
Satz
KANTEN-KONTRAKTION berechnet minimalen Cut mit Ws > ﬁ J

Beweis:

@ Sei Cpjp ein minimaler Cut in G mit |C| = k.

@ Falls nie eine Kante in Cp,, kontrahiert wird, erfolgt Ausgabe C;p.

@ E;: Ereignis Kante {u, v} ¢ C in i-ter lteration.

@ Sei Fj = ﬂ .—1 Ej. Wir berechnen zunachst Pr(F;) = Pr(Ey).

@ Jedes v e V beS|tzt deg(v) > k. (Warum?)

e Damit gilt V| > %2, D.h. Pr(E;) < £ = 2 bzw. Pr(E;) > 1 - 2.

2

@ Nach E; verbleibt G mit n — 1 Knoten und minimalem Cut Cm,-,,.
°
°

D.h. Pr(Ez | F1) > 1~ 725 und allg. Pr(E; | Fi—1) > 1 — 5=(F—-

KANTEN-KONTRAKTION liefert nach n — 2 Kontraktionen C,,;, mit
PI’(Fn,Q) = Pr(E,,,g n Fn,3) = Pr(E,,,g ‘ Fn,3) . Pr(ang)
Pr( n—o | Fn 3) Pr(E,,,S | Fn,4) EE PF(EZ ‘ F1) . PF(F1)

@ Esfolgt Pr(Fp_2) > []7; ( - nf(%q)) = n(n2A1)'
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Amplification

Lemma Amplification

n(n — 1) In n-maliges Wiederholen von KANTEN-KONTRAKTION und
Ausgabe des kleinsten Cuts liefert minimalen Cut mit Ws > 1 — #

Beweis:
@ Ereignis E;: kein minimaler Cut in i-ter Wiederholung
@ Damit liefert KANTEN-KONTRAKTION keinen minimalen Cut mit

Pr(E1 n.. .mEn(ni‘])mn) — H7i7_1)lnn Pr(El) < (1 _ n(n271))n(n_1)|nn-

@ Mittels 1 — x < e X erhalten wir

Pr(E1 n...N En(n—1)|nn) < e—2Inn _ #
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Diskrete Zufallsvariablen

Definition Zufallsvariable

Eine Zufallsvariable (ZV) X ist eine Abbildung X : 2 — R. Eine diskrete
Zufallsvariable nimmt nur (abzahlbar un-)endlich viele Werte an.

Bsp:
@ SeiQ={(1,1),(1,2),...} ein 2-maliger Munzwrf.
@ ZV X: Summe der beiden Wirfe. X nimmt Werte in {2,...,12} an.
@ Pr(X=4)=Pr((1,3)) +Pr((2,2)) + Pr((3,1)) = 3— = lz

Definition Unabhangigkeit von Zufallsvariablen
Zwei ZV X, Y sind unabhé&ngig gdw

PriiX=x)Nn(Y=y))=Pr(X=x)-Pr(Y =y)faralle x,y.
Allgemein: Xj, ..., Xk sind unabhéngig gdw fur alle I C {1,... k} gilt

Pr (Nic; Xi = xi) = [1;c; Pr(X; = x;) fur alle x; mit j € /.

v
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Erwartungswert

Definition Erwartungswert
Der Erwartungswert einer diskreten ZV ist definiert als

E[X] =>i-Pr(X =1).
E[X] ist endlich, falls ", |i| - Pr(X = i) konvergiert, sonst unendlich.

Bsp:
@ Sei X die Summe zweier Wirfe eines Wurfels. Dann gilt
EX]=2 55s+3 &5 +4 - 5+...+12. 5 =7.
@ Sei X eine ZV mit Pr(X =2/) = } fi]r i > 1. Dann gilt
E[X] = ZI>1 of = O0.
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Linearitat des Erwartungswerts

Satz Linearitat des Erwartungswerts

Seien X, ..., X, diskrete ZV mit endlichem Erwartungswert. Dann gilt
E[XT Xi] = X4 E[X].

Beweis: Nur fur n = 2, fir allgemeine n per Induktion.

EX+Y] = > > (i+)Pr((X=0)n(Y=))
i

= SOISTP((X =Y =)+ >0 Pr(X =) (Y =)
i J J i
@ Der Satz von der totalen Ws liefert damit
E[X+ Y] =>,iPr(X=1i)+ ijPr(Y =Jj) = E[X] + E[Y].

Beispiel zuvor:
@ Sei X1, Xo ZV fir 1. bzw 2. Wurf und X = X + Xo.
@ Danngilt E[X] = -2 ,i- 1 = 7 und E[X] = E[Xi] + E[Xz] = 7.
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Linearitat des Erwartungswerts

Lemma
Far alle ¢ € R und alle diskrete ZV X gilt

E[cX] = cE[X].

Beweis:
@ Fir ¢ = 0 sind beide Seiten 0. Fir ¢ # 0 gilt

E[cX] = Y jPr(cX =)
j
_ J _
= c;zpr(x_a)

= ¢) iPr(X=1)
= cIE?[IX].
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Linearitat des Erwartungswerts

Lemma
Es gilt E[X?] > (E[X])2.

Beweis:
@ Definiere Y = (X — E[X])? > 0. Es folgt

0<E[Y] = E[(X - E[X])?] = E[X? - 2XE[X] + (E[X])?
E[X?] - ER2XE[X]] + (EIX])? = E[X?] - (E[X])?.

Eine Verallgemeinerung liefert die folgende Jensen Ungleichung.
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Jensen Ungleichung

Satz Jensen Ungleichung
Sei f : R — R konvex. Dann gilt E[f(X)] > f(E[X]). J

Beweis:

@ Wir nehmen an, dass f eine Taylor-Entwicklung besitzt.

. . 1 X—1u)2
o Sei i = E[X]. Dann gilt f(X) = f(u) + F'(u)(X — p) + TX=0S
@ Konvexitat von f is &quivalent zu f’(c) > 0. Wir erhalten

f(X) = f(p) + F(p)(X — p).
@ Anwenden des Erwartungswerts auf beiden Seiten liefert

E[f(x)] = E[f(u)] + F(u)(E[X] — u) = f(u) = FE[X]).
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Bernoulli und Binomial ZV

@ Betrachten ein Zufallsexperiment E, das mit Ws p erfolgreich ist.
@ Definiere fir i =1,..., ndie Bernoulli- bzw. Indikator-ZV (IV)
Y, = {1 falls E erfolgreich '
0 sonst
@ Furalle IV Y;git E[Y;] =0-Pr[Y;=0]+1-Pr[Y;=1] =Pr[Y; =1].
@ Definiere X = Y7 + ...+ Yn als ZV fir die Anzahl der Erfolge.

Definition Binomialverteilung
Eine ZV X ist binomial verteilt geman B(n, p) falls

Pr(X =j) = (})P(1 —p)" 7 firj=0,....n.

Anmerkungen
@ X = j, falls wir genau j Erfolge und n — j Misserfolge erhalten.
o Ws-Verteilung: 37 (7) ¢/ (1—p)"7 =P+ —-p) =
@ Wegen E[Yj] = p qilt E[X] = E[Y1] + ... + E[Ys] = np.
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Bedingter Erwartungswert

Definition Bedingter Erwartungswert
EX|Y=yl=2 x Pr(X=x[Y=y).

Lemma
Faralle ZV X, Y git E[X] = >_, Pr(Y = y)E[X | Y = y].

Beweis:

SPIY=yEX|Y=y] = D> xPr(X=x|Y=y)Pr(Y=y)
y Xy
- ZZxPr(X:xﬂY:y)
ZxPr = E[X].
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Bedingter Erwartungswert

Definition

E[X | Y] isteine ZV in Y, die den Wert E[X|Y = y| fur Y =y annimmt.J
Beispiel:

@ 2-facher Minzwurf: Xi, Xo ZV flr 1. bzw. 2. Wurf und X = X; + X5.
E[X | Xi] =S, PriX =x| X)) =530 x5 =X+ 3.
@ Esfolgt E[E[X | X¢]] = E[X; + §] = E[X{] + § = 7 = E[X].
Satz
E[X] = E[E[X | Y]] J

Beweis:

@ DaE[X | Y] eine ZV in Y ist, folgt aus obiger Definition
E[EIX | Y]] =32, Pr(Y = y)E[X | Y = yI.
@ Mit dem Lemma auf voriger Folie ist die rechte Seite gleich E[X].
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Geometrische Verteilung
Definition Geometrische Verteilung
Eine ZV X ist geometrisch verteilt mit Parameter 0 < p < 1, falls

Pr(X=n)=(1—-p)"'pfarn>1.

Anmerkung:
@ D.h. X = nbeschreibt, dass der 1. Erfolg im n-ten Versuch eintritt.

Yis1(1- p)~'p=p- > i>o(1 -p) =p- 1—(‘}——p) =1

Lemma
Sei X eine diskrete ZV, die nur nicht-negative Werte annimmt. Es gilt

E[X] = £ Pr(X > i).

Beweis:
iPr(Xz = iiPr(X:j) = iiPr(X: i) =E[X].
i=1 i=1 j=i i=1
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Geometrische Verteilung

Fir geometrisch verteilte X gilt Pr(X > i) = (1 — p)'~" und daher
EIX] = S35 (1 - p) " = 2201 = p) = == =

ol=

Alternative Rechnung mittels bedingter Erwartungswerte:
@ Sei Y eine IV mit Y = 1 fUr Erfolg im 1. Versuch.
@ Mit dem Lemma auf Folie 25 gilt

E[X] = Pr(Y=0)E[X|Y=0]+Pr(Y=1)E[X|Y=1]
= (1-pPEX+1]+p=(1-pEX]+1.

@ Auflésen nach E[X] liefert E[X] = +
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Coupon Collector Problem
Coupon Collector Problem: Wie oft muss man mit Zurticklegen aus
{1,...,n} ziehen, bis alle Zahlen gezogen wurden?

Analyse Coupon Collector Problem:
@ Sei X die Anzahl von Zugen, bis alle Zahlen gezogen wurden.
@ X;: Anzahl Zuge, fur die man exakt i — 1 verschiedene Zahlen hat.
@ Offenbarist X =1+ >, X;. Jedes X; ist geometrisch verteilt mit
pi = w
@ Es folgt E[X]] = J- = - und

EX] = E[f+> X]=1+)Y E[X]
i=1 i=1

n n
n 1
= 1+i_g1 n—I‘—|-1_1+ni:E1 7—n|nn—|—@(n).
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Quicksort

Algorithmus QUICKSORT
EINGABE: Menge S verschiedener xy,...,x, C Z
@ IF|S| <1, Ausgabe S.
@ Wahle Pivotelement x €g S.
© Partitionierein L={x; e S| x;<x}und R={x; € S| x; > x}.
© Ausgabe QUICKSORT(L), x, QUICKSORT(R).
AUSGABE: Aufsteigende Sortierung von S.

Anmerkungen:
@ Jede lteration kostet fur die Partitionierung O(n) Vergleiche.
@ Im worst case benétigt man Q(n) viele Rekursionen.
@ Im best case bendtigt man O(log n) viele Rekursionen.
@ Wir zeigen, dass man auch im average case O(log n) benétigt.
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Analyse Quicksort
Theorem Analyse Quicksort
QUICKSORT bendtigt erwartet 2nin +-0©(n) Vergleiche.

Beweis:

@ Sei y1,..., yn die sortierte Reihenfolge von x1, ..., Xs.

@ |V Xj=1, falls y; und y; von QUICKSORT verglichen werden.

@ Wir erhalten fir die ZV X fir die Gesamtzahl von Vergleichen

X= Z1</</<n )(Ij und E[X] = Z1§i<j§nE[)(ij]'

@ Esgilt E[X;] = Pr(X; =1).

@ y;, y; werden verglichen gdw eines von beiden als erstes Pivot aus
der Menge {y;,...,y;} ausgewahlt werden (Warum?)

o Dies geschieht mit Pr(Xj = 1) = — /+1 Wir erhalten
n n—i+1 2 n n+1—j2
EX] = — = = =
1§§j<nl i+1 ;/;1]71+1 ;/22 i /:Zzg i
n 2 2 n 4
= Z(n71+j)?:((n+1) 7)72(n71):(2n+2)2—.74n:2nlnn+e(n).
j=2 j= =1
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Markov-Ungleichung

Satz Markov-Ungleichung
Sei X > 0 eine ZV. Dann gilt

Pr(X > a) < Mfurallea>0

Beweis:

@ Definiere IV mit / =1 gdw X > a. Wegen X > 0 gilt
I < X und B[] < E[%] = EX,
@ Da /eine ZV ist, folgt
Pr(X > a) = E[/] < 2X,

Bsp:
@ n-facher Minzwiirf: Obere Ws-Schranke fir mehr als %n—mal Kopf
@ Sei X; IV fur Kopf im i-ten Wurf. Definiere X = Xj + ... 4+ X.
@ Esgilt E[X] =} und E[X] = g Markov- Ungleichung liefert damit

Pr(X>$n) < 55 =2

Prob - Vorlesung 04 Coupon Collector, Quicksort, Markov, Varianz und Kovarianz, Chebyshev 32/118



Momente einer ZV
Definition k-tes Moment
Das k-te Moment einer ZV X ist E[XX].

Definition Varianz
Die Varianz einer ZV X ist definiert als

Var[X] = E[(X — E[X])?] = E[X?] — (E[X])?.
Die Standardabweichung von X ist o[X] = /Var[X].

Bsp:
@ Sei X = k konstant. Dann ist Var[X] = E[(k — E[k])?] = 0.
@ Sei k eine Konstante und
i 1 2 2 i 1
X KE[X] m?t Ws £ . dh X2 = k<(E[X]) m%th Ko
0 mit Ws 1 — & mit Ws 1 — ¢
@ Es folgt Var[X] = E[X?] — (E[X])? = (k — 1)(E[X])>.
@ D.h. Var[X] wird beliebig groB3, falls X stark von E[X] abweicht.
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Linearitat + Kovarianz

Definition Kovarianz
Die Kovarianz von zwei ZV X, Y ist

Cov(X, Y) = E[(X — E[X])(Y — E[X])].

Satz Linearitat + Kovarianz
Far zwei ZV X, Y qilt

Var[X + Y] = Var[X] + Var[Y] + 2Cov(X, Y).

Beweis:

Var(X + Y] = E[X+ Y —E[X+ Y]] =E[(X - E[X]+ Y —E[Y])?]]

E[(X — E[X])? + (Y —E[Y])? + 2(X — E[X])(2Y — E[Y])]

E[(X — E[X])?] + E[(Y — E[Y])*)] + 2E[(X — E[X])(2Y — E[Y])]
= Var[X] + Var[Y] + 2Cov(X, Y).
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Kovarianz

Satz Linearitat + Kovarianz allgemein
Fiar ZV Xi,..., X, gilt allgemein

Var[}7 Xi] = YL, Var[Xj] + > 1<i<j<n 2C0V(X;, Xj).

Beweis: analog

Satz Multiplikativitat von E flr unabhangige ZV
Fur unabhéngige ZV X, Y git E[X - Y] = E[X] - E[Y]. J

Beweis:

EX-Y] = Y ) (i-)-Pr(X=0)n(Y=))
i
= Y D (i-)-Pr(X=i)-Pr(Y =))
i
= O i-Pr(X=i Z, Pr(Y = E[X] - E[Y]
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Kovarianz

Anmerkung: Fir abhangige X, Y gilti. Allg. E[X - Y] # E[X] - E[Y].
@ Wir betrachten einen 2-fachen Minzwurf.
@ |V X fur Kopf im 1. Wurf, ZV Y fir Anzahl Kopf in beiden Wirfen.
@ Esgilt E[X]-E[Y] =3 1= ], aberE[X . Y] = 3.

Satz Linearitat von Var fir unabhangige ZV

Far unabhangige ZV X, Y gilt

Cov(X, Y) = 0 und damit Var[X + Y] = Var[X] + Var[Y].

Beweis:
Cov(X,Y) = E[(X—-E[X])(Y —E[Y])] = E[X - E[X]] - E[Y — E[Y]]
(E[X] - E[X])(E[Y] - E[Y]) =0
Korollar Linearitat von Var fur unabhangige ZV
Flr paarweise unabhangige ZV X, ... X, gilt
Var[}"1L X = XoiL4 Var[X)].
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Chebyshev-Ungleichung

Bsp: Varianz der Binomialverteilung B(n, p)
@ Seien Xi,...,XpZV aus B(1,p) und X = Xi + ... + X,. Es gilt
Var[X]] = E[(X; — E[X])?] = p(1 — p)® + (1 — p)(—p)® = p(1 — p)-
@ Damit ist Var[X] = np(1 — p).

Satz Chebyshev-Ungleichung
Far eine ZV X und alle a > 0 gilt

Pr(IX — E[X]| > a) < YA,

Beweis:
@ Esgilt Pr(|X — E[X]| > a) = Pr((X — E[X])? > &°).
@ Da (X — E[X])? > 0 liefert die Markov-Ungleichung
Pr((X — EX])? > &) < HOCERIT - Ve,

a
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Chebyshev-Ungleichung

Korollar
Far eine ZV X und alle t > 1 gilt
Q@ Pr(X-E[X][>t-0)< £,

Var[X
@ Pr(IX —E[X]| > t-E[X]) < erlXl

Bsp: n-facher Minzwurf
@ Schranke fir die Ws, dass > n-mal Kopf auftritt.
@ Sei X; IV fur Kopf. Es gilt E[(X?)] = E[X]] = 4 und damit
Var{X] = E[(X)?] - (E[X])* =} - § = §.
@ Fir X = Xj + ...+ X, folgt Var[X] = 7. Chebyshev liefert

Pr(X = §n) < Pr(X —E[X]| > §) < (78] = .
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Varianz einer geometrischen ZV

Lemma Varianz einer geometrischen ZV

Sei X eine geometrische ZV mit Parameter p. Dann gilt Var[X] = —

Beweis:
@ Sei X ein ZV fur die Anzahl Wirfe, bis zum 1. Mal Kopf aufritt.
@ Sei Y IV fur Kopf im 1. Wurf. Dann gilt
E[X?] = Pr(Y=0)E[X?|Y =0]+Pr(Y=1)E[X?|Y =1]
= (1 -p)E(X +1)%|+p= (1 - PEX?]] +2(1 - p)E[X] + 1.
@ Einsetzen von E[X] = 2—) und Auflésen liefert E[X?] = %’ Es folgt

Var(X] = E[X?] - (E[X])® = 52 — [ = 1=,
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Analyse von Coupon Collector
Frage: Ws bei Coupon Collector > 2n3"7 17 = 2nHp-mal zu ziehen?

Vergleich von Markov, Chebyshev und Union Bound:
@ Markov liefert

E[X h
Pr(X > 2nHp) < g0 = 4t = .

@ Wir verwenden die (vereinfachte) Ungleichung Var[X;] < é

Var[X] = 37 Var[X] < Y7L ()2 =P XL & < ",
@ Chebyshev liefert damit

Pr(|X — E[X]| > nH,) < szggl < 6H2 = O0(H).

@ Ereignis E;: Element j ist nach 2In n Schritten nicht gezogen.

PI’(E,') —_ (1 _ %)annn < e—2Inn _ #

@ Ereignis E: Irgendein Element nach 2In n Schritten nicht gezogen.
Pr(E) < Y0, Pr(Ej) < ny = 1.

@ D.h. Union Bound ist hier besser als Markov und Chebyshev.
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Randomisierter Median

Problem Median-Berechung

Gegeben: S C Z mit |S| = nungerade
Gesucht: Median mvon S, d.h. das 25'-te Element in Sortierung

Anmerkungen:

@ 1.L8sung: Sortiere in O(nlog n) und gebe ™' -tes Element aus.
@ 3 komplexer deterministischer Algorithmus mit Laufzeit O(n).
@ |dee eines probabilistischen Ansatzes:
» Sample eine (kleine) Menge R, sodass /,uc Rmit{ < m < u.
» Betrachte die Menge C={se S|¢<s<u} mit|C|= o(%).
» Bestimme die Anzahl x, der Element in S, die kleiner als ¢ sind.
» Sortiere C und bestimme das (%! — x,)-kleinste Element in C.
@ Fuhrt zu einfachem O(n)-Algorithmus mit besserer O-Konstante.
(im Vergleich zum oben erwahnten deterministischen Algorithmus)
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Randomisierter Median

Algorithmus MEDIAN
EINGABE: S mit |S| = n ungerade
@ Wahle Multimenge R Cr S, |R| = ni (Ziehen mit Zurlcklegen).
@ Sortiere R und setze ¢, u auf das (%n% + v/n)-kleinste Element.
© Berechne C={se S|/ <s<u}.
© Berechne x, = |{s€ S|s</(}|und x, = |{s€ S| s> u}|
Q Falls |C| > 4n%, x; > 5 oder x, > 4§, Ausgabe FAIL.
© Sortiere C und gib das (% — Xxy)-kleinste Element in C aus.
AUSGABE: Median mvon S
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Korrektheit von MEDIAN

Satz Korrektheit von MEDIAN
MEDIAN gibt in O(n) entweder den Median oder FAIL aus.

Beweis:

@ Der Median istin C gdw x; < § und x, < 3.
@ Die Laufzeit in Schritt 3 und 4 ist jeweils O(n).
e [C|< 4nf sichert, dass Schritt 6 nur Zeit o(n) bendtigt.

Wir erhalten FAIL fir eines der folgenden Ereignisse:
Q E Y, :|{reR|r§m}|<%n%—\/ﬁ

Fir dieses Ereignis gilt £ > m und damit x, > 7.
Q E: Y2:|{reR|r2m}|<%n%—\/ﬁ

Fir dieses Ereignis gilt v < m und damit x, > 3.
Q E;:|C| > 4ni
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Ws von FAIL

Lemma Ws von E; (E, analog)
Pr(Eq) < J—tn_% }

Beweis:
@ IV X; =1, falls das i-te Element in R kleiner oder gleich m ist.

o 1
PriXi=1) =% =2+

3
0 ZV Yy = 37, X; ist verteilt gemaB B(17, p) = B(né, § + 4-). D.h.
Var[Yi] = m'p(1 = p) = ns (§ + 57)(3 — 57) < §ns.
@ Chebyshev liefert
Pr(E;) = Pr(Y; < %n% —/n)
Var[Y1] n 1

< Pr(]Y; —E[Y4]] > Vn) < -

Ny
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Ws von FAIL
Lemma Ws von E;

Pr(E;) < %n‘%

Beweis:
e Falls |C| > 4ni, sind > 2n? Elemente in C gréBer/kleiner als m.
@ Ereignis E~: Mehr als 2ni Elemente in C sind gréBer als m.
@ D.h. die Ordnung von u in S’s Sortierung ist mindestens %n +2n4,
bzw. > 1ni —/nElem. in R sind unter den 1n—2n% groBtenin S.
@ Sei X ZV fur die (%n - 2n%)—gr68ten Elemente von Sin R.
o X istgemaB B(ns, ) — 2n—%) verteilt mit E[X] — 1ni —2y/nund
Var[X] = ni(} —2n73)(} + 2n7%) < ni.
@ Chebyshev liefert Pr(Es) =
Pr(X > 1ni — f) < Pr(IX —E[X]| > vn) < ¥ « 1p-3
@ Analog Pr(E.) < } ~% und Pr(E3) < Pr(Es)+Pr(Ec) <

-N

T4,

l\)\—k



Monte Carlo und Las Vegas

Korollar Ws von FAIL
MEDIAN gibt FAIL mit Ws > n~+ aus.

Definition Monte Carlo Algorithmus

Ein Monte Carlo Algorithmus ist ein probabilistischer Algorithmus, der
FAIL oder eine inkorrekte Ausgabe liefern kann.

Definition Las-Vegas Algorithmus

Ein Las Vegas Algorithmus ist ein probabilistischer Algorithmus, der
stets die korrekte Antwort liefert.

Anmerkung: Beim Monte Carlo Alg. ist die Laufzeit im Gegensatz
zum Las Vegas Alg. typischerweise keine Zufallsgréie.

Ubung: Wandeln Sie MEDIAN von einem Monte-Carlo Alg. mit Laufzeit
O(n) in einen Las-Vegas Alg. mit erwarteter Laufzeit O(n).
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Moment Erzeugendenfunktion
Definition Moment Erzeugendenfunktion

Die Moment Erzeugendenfunktion einer ZV X ist My(t) = E[e!X]

Anmerkungen:

@ Uns interessiert Mx(t) fur t in der Nahe von Null.

@ Annahme im Folgenden: Wir kbnnen die Operatoren fir
Erwartungswert und Ableitung vertauschen.

(korrekt fur alle von uns betrachteten Verteilungen)
@ Sei M)((”)(O) die n-te Ableitung von Mx(t) an der Stelle t = 0.

Satz My(t) beschreibt alle Momente von X
Fir alle n > 1 gilt E[X"] = M{"(0).

Beweis:

@ Vertauschen von Ableitung und E liefert M)((")(t) = E[X"eX].
o Damit folgt M{"(0) = E[X"].
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Moment Erzeugendenfunktion
Bsp: Geometrische ZV X mit Parameter p.

@ Es qilt
Mx(t) = E[e¥] = 3524 (1 — p)~ petk = %Zk 1(1 - p)e.

(4] Furt<|n(m) folgt MX( )_%)< 1 —p)et )

@ Ableiten nach t liefert M{)(t) = ﬁ

@ Auswerten an der Stelle t = 0 ergibt E[X] =

@ Analog folgt, dass E[X?] = 2p2p. (Ubung)

P _1
2 .

Satz Momente einer ZV determinieren Verteilung
Seien X, Y ZV. Falls flirein § > 0

My (t) = My(t) fur alle t € (3, 6),

dann besitzen X und Y dieselbe Verteilung.

(ohne Beweis)
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Multiplikativitat der Erzeugendenfunktion
Satz Multiplikativitat der Erzeugendenfunktion
Seien X, Y unabhangige ZV. Dann gilt My, y(t) = Mx(t)My(t).

Beweis:

My v(t) = E[e"X+Y)] = E[e¥ "] = E[e¥|E[e™] = Mx(t)My (1) O
Anwendung:

@ Sei Mx(t)My(t) die Moment Erzeugendentkt einer Verteilung D.
@ Dann muss D die Verteilung X + Y sein.

Herleitung von Chernoff Schranken:
@ Aus der Markov Ungleichung folgt far alle t > 0
Pr(X > a) = Pr(e¥ > e®) < E[e Ele].
@ Daraus folgt insbesondere Pr(X > a) < mingo ]E[et L.

@ Man wahlt nun fir die gewlinschte Verteilung ein geelgnetes t.
@ Oft ist man an einer gut handhabbaren Schranke interessiert.
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Poisson Proben

My (t) fur Poisson Proben:

@ Seien Xj,..., X, unabhangige 0-1 ZV mit Pr(X; = 1) = p;.
(sogenannte Poisson Proben)

® Sei X =37 Ximit p =E[X] =7 E[X] = >, pr.
@ Fir die Moment Erzeugendenfunktion von X; gilt

My,(t) = E[e] = pje! + (1 — pi) =1 + pj(e' — 1) < eP(e' D).
@ Mit Hilfe der Multiplikativitat von Mx(t) folgt

Bl = Mx(t) = ][ Mx(0)

< J[eP@" = eZhiple=h) — gle=tu,

i=1
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Chernoff Schranken
Satz Chernoff Schranken

Seien Xj, ..., X, unabhangige Poisson Proben mit Pr(X; = 1)
Sei X =Y, X; und x = E[X]. Dann gilt

Q firalled > 0:Pr(X > (1+d)u) < <$)“
2
Q fir0<s<1:Pr(X>(1+0)u) <e s,
@ fir R>6u:Pr(X > R) <2 f
Beweis:
@ Aus der Markov Ungleichung folgt

= Pi-

PI’(X > (1 +5)N) — Pr(etX > et(1+5)”) < E[eX] olef—1) iz

— et(1+0)p) — et(1+9)
@ Fir § > 0 kénnen wir t =In(1 + 4) > 0 wahlen. Aussage 1 folgt.

@ Fir Aussage 2 kann man die Ungleichung
@ Fir3.seiR=

W < e 3 zeigen.
(1+9)u. Fir R > 64 folgt 1 + 6 > 6 und

5 p (1+6)p R _
PrX>(1+0)u) < (w57 ) <@ty < (8" <2h

Prob - Vorlesung 06

Moment Erzeugendenfunktion, Poisson Probe, Chernoff Schranken

51/118




Chernoff Schranken

Satz Chernoff Schranken (Abweichung nach unten)
Seien Xi, ..., X unabhéngige Poisson Proben mit Pr(X; = 1) = p;.
Sei X =7, X; und p = E[X]. Dann gilt

Q firalled > 0:Pr(X < (1-0)u) < (%)M

_ us?

Q fir0<do<1:PriX<(1-d)u)<e z.

Beweis: analog zum Beweis zuvor.

Korollar Chernoff Schranke
Seien Xj,. .., X, unabhangige Poisson Proben mit Pr(X;) = p;.
Sei X =57, X;und = E[X]. Dann gilt fir0 < § < 1 :

82

Pr(|IX —p| > dp) <2e 5.
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Anwendung Chernoff

n-facher Minzwurf:
@ Sei X die Anzahl von Képfen bei n Minzwurfen. Mit Chernoff folgt
Pr(IX — 2| > 1v6ninn) < 2e"32°5" = 2.
@ D.h. die Abweichung vom Mittelwert ist meist O(v/nin n).
@ Mit Chebychev hatten wir Pr(|X — 3| > 7) < 4.
@ Chernoff liefert die deutlich bessere exponentielle Schranke

Pr(IX — 2| > 2) < 2¢ 323 — 2¢" 7.
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Chernoff: Spezialfalle

Satz Chernoff fur +£1-ZV

Seien Xi, ..., X, unabhangige ZV mit Pr(X; = 1) = Pr(X; = (—1)) = %
Sei X = 327, X.. Fir alle a> 0 gilt Pr(X > a) < e 5.

Beweis:
o Mit Taylor-Entwicklung e ' =1 — t+ & — £ 4 giltfuralle t > 0
: _ 2i 2i 2 /9y 2
E[e™] = Je' + Je~' = Yino thiy < Lizo a1 = Lino A = €7.
2I1
o Es folgt aus der Unabhangigkeit E[e™] = []7_, E[e%] < e’z und

X 2
Pr(X > a) < M8l < %'t

@ Setzung von t = 2 liefert Pr(X > a) < e—é. O
Korollar Chernoff fir +1-ZV
Seien Xj, ..., X, unabhéngige ZV mit Pr(X; = 1) = Pr(X; = (1)) = 5
Sei X =, X;. Fur alle a > 0 gilt Pr(|X| > a) < 29—327.




Chernoff: Spezialfalle
Satz Chernoff fir 0, 1-ZV

Seien Yi, ..., Yy unabhangige ZV mit Pr(Y; = 1) =Pr(Y; =0) =
Sei Y =37, Yiund u=E[Y] = J. Es gilt

3
. _2d
Q firallea>0:Pr(Y>pu+a)<e n
Q furalle § > 0: Pr(Y > (1 +6)u) < e 0,
Beweis:
@ Mit der Ersetzung Y; = X1 erhalten wir
Y=y, Yf—z,:1 =L
@ Aus voriger Folie folgt Pr(Y > n + a)
@ Mit der Setzung a = du folgt analog
2 2
Pr(Y > (1+6)pu) =Pr(X > 20p) < e~ 7 = e n,
Korollar

)+2—2X+.U
62
—Pr(X >2a) < e T,

O

Wir gelten selbige Schranken fir Pr(Y < u—a) und Pr(Y < (1 —d)p) J
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Mengen Balancierung

Problem Mengen Balancierung

Gegeben: Ae FJ*"
Gesucht: b e {-1,1}", so dass ||Ab||, minimal ist.

Satz
Fur zufallige b €g {—1,1}™ gilt Pr(||Ab||c > V4mInn) < 2.

Beweis:

@ Sei Ab = ¢ und k die Anzahl Einsen in der i-ten Zeile a; von A.

@ Falls k < v/4mIn n dann gilt ¢; < v4mIn n. Sei also k > vV4mInn.

@ Die k Nicht-Null Terme in (a;, b) sind unabhangige (+1)-ZV X.

@ Es gilt Pr(X; = 1) = Pr(X; = (—1)) = 1. Mittels Chernoff folgt
Pr(|(a;, b)| > v4mInn) < 2e~ %" < %, wegenk<m. O

Ubung: Es existieren A, fiir die ||Ab|| = Q(+/n) fir alle b.
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Geburtstags-Paradoxon (informal)

Problem Geburtstags-Paradoxon

Gegeben: n mdgliche Geburtstage
Gesucht:  m Personen, so dass 2 Personen am selben Tag
Geburtstag mit Ws > % haben.

Analyse:
@ m Personen haben verschiedene Geburtstage mit Ws
(=5 (=5 (=T =T - D).

@ Aus der Taylorentwicklung von e* folgt 1-— ﬁ ~ e n fur k < n. D.h.
2

M- D~ e r = e S s et
m2
@ Wir erhalten e 27 = } fur m = v2nIn2.
@ Approximation liefert fir n = 365 den Wert m ~ 22.49.
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Das Balle-Urnen Modell

Definition Balle-Urnen Modell
Im Bélle-Urnen Modell werfen wir m Balle in n Urnen.

Interessante Fragestellungen:
@ Wieviele Urnen bleiben leer?
@ Wieviele Bélle sind in der vollsten Urne?

@ Wann enthélt eine Urne mehr als einen Ball?
(Geburtstags-Paradoxon)

@ Wann enthalten alle Urnen mindestens einen Ball?
(Coupon Collector)
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Maximale Beladung
Satz Maximale Beladung einer Urne

Far n Bélle in n Urnen und hinreichend groBBe n enthalt kein Urne mehr

als 3;1 Balle mit Ws hochstens 1.

Beweis:
@ Ereignis E;: Urne i enthalt M Balle.
@ Es existieren () Mengen mit M Ballen.
@ Jede dieser Mengen ist mit Ws (15)"” komplett in Urne /, d.h.
Pr(E) < (W)Y < -
o Esgilt ek = Y2 & > K d.h. k! > (K)k. Damit Pr(E;) < (&)M.
@ Fir M < 38 gilt fiir hinreichend groBe n

e\M elninny 352
< < SN =
Pr(E) < Pr(E1)+...+P|’(En)_”(M> —”( 3Inn )
InIn ny 355 Inng snininn—Inin ny3-2.0 1 o(1) 1
— ninn — . < .
n( Inn ) e'’(e ) n? - n
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Anwendung BUCKET SORT

Algorithmus BUCKET SORT
EINGABE: n = 2™ Zahlen Xy, ..., Xn €g [0,2%) mit k > m.
@ For i = 1to n: Sortiere x; in Bucket MSBy(x;). (m oberste Bits)

@ Fori=0to n— 1: Sortiere Bucket i aufsteigend mit INSERTION
SORT.

AUSGABE: Zahlen in den Buckets 0,...,n — 1

Korrektheit:
@ Schritt 1: Elemente in Bucket i sind kleiner als die in Bucket i + 1.
@ Schritt 2: Zusatzliche Sortierung der Elemente pro Bucket.
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Analyse BUCKET SORT

Satz Laufzeit BUCKET SORT
BUCKET SORT lauft in erwarteter Zeit O(n). }

Beweis:
@ Die Zahlen entsprechen Béllen, die Buckets entsprechen Urnen.
@ Schritt 1 1uft in deterministischer Zeit O(n).
@ ZV X; fir die Anzahl Zahlen in Bucket i.
@ Die Laufzeit fir Bucket i ist hochstens cX? fur eine Konstante c.

@ Damit ist die erwartete Laufzeit von Schritt 2 héchstens
E[Y-7 ¢(Xi)?] = ¢ X7 EIXP] = cnE[X3).
e Da Xy ~ B(n, 1) wissen wir bereits
E[XZ] = n(n—1)p? +np="01 41 <2
@ Damit lauft Schritt in erwarteter Zeit O(n) .
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Die Poisson Verteilung

Motivation:
@ Wir betrachten den Besetzungsgrad von Urnen.
@ ZV X; = 1 gdw die j-te Urne leer ist. D.h. E[X] = (1 — 1)" ~ e~ 7.
@ Es folgt fur die Anzahl X leerer Urnen
E[X] = S0 B[X] = n(1 — 1) ~ ne~7.
@ D.h. der relative Anteil leerer Urnen ist approximativ e .
@ Generell: Ws, dass eine feste Urne genau j Balle enthalt, ist
e 7 (Y

pj = ('}7)(15)/'(1 _ 1)m—j - ]1_!m(m—1)-~;(m—j+1)(1 _ %)m—j ~

n n
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Die Poisson Verteilung

Definition Poisson Verteilung

Eine ZV X ist Poisson verteilt mit Parameter 1, falls fir alle j > 0

Pr(X = j) = <52,

Anmerkungen:

® Ws-Verteilung: 3 ;oo Pr(X =j) =750 %’ =etet =1.
@ FUr den Erwartungswert einer Poisson verteilten ZV X gilt

" / m ] 1 I /
E[X] = >"j>1 /e = [ > e, 11 NZPO Tt = e
@ Bélle-Urnen: Die Vertellung ist approximativ Poisson mlt p="1

@ ;= T entspricht der durchschnittlichen Belegung der Urnen.
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Summe unabhéangiger Poisson ZV
Satz Moment Erzeugendenfunktion einer Poisson ZV J

Sei eine ZV X Poisson verteilt mit 1. Dann gilt My () = (€'~ 1.

Beweis:

X1 eyl i - pey _ —ppapet _ au(et—1
E[e”] =3 50 =56’ =e “ijo(jl) =erer® =erle-1) O

Satz Summe unabhéangiger Poisson ZV
Die endliche Summe unabhangiger Poisson ZV ist eine Poisson ZV. J

Beweis:
@ Wir betrachten nur die Summer zweier ZV. Der Satz folgt induktiv.
@ Seien X, Y ZV mit Erwartungswerten pu1, puo.
@ Wir erhalten My y(t) = Mx(t) - My(t) = elmitn2)(e'=1),
@ Dies ist Erzeugendentkt einer Poisson ZV mit Parameter 14 + po.
@ Mit Folie 47 ist X + Y damit eine ZV mit Erwartungswert pq + po.0J
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Chernoff Schranke fir Poisson ZV

Satz Chernoff Schranke flr Poisson ZV
Sei X eine Poisson ZV mit Parameter n. Dann gilt
@ fir x > pu: Pr(X > x) < &1lew”

XX
Q fir x < i Pr(X < x) < &2len)”

XX

Beweis:

@ Wir zeigen nur die 1. Ungleichung, die 2. folgt analog. Es gilt
Pr(X > x) = Pr(eX > &) < FIET] < gu(e—1x,
o Firdie Wahl t = In(%) > 0 folgt

Pr(X > x) < ex_'“_XI”(ﬁ) _ gX—p—xInx+xinp _ e~ (ep)”
> Xx) < (en)”
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Poisson als Grenzwert der Binomial-Verteilung

Satz Poisson ist Grenzwert der Binomial-Verteilung fur kleine p

Sei X, ~ B(n, p), wobei lim,_,., np = X konstant ist. Dann gilt

Beweisskizze:

@ Es gilt unter Verwendung von 1 + x < e* fur |x| < 1

Pr(X, = k) = (’7) k(1 — p)"- k < < klpkg g;k < (nlfl) e ;’;(
@ Wegen lim,_o, np = A folgt lim,_,.. p = 2 = 0. Damit gilt
liM o0 Pr(Xp = k) < & ""(”P) = ‘,j,“.

@ Ahnlich kann man limp_... Pr(X, = k) > €

zelgen (]
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Poisson Approximation fur Balle und Urnen
Balle-Urnen Modell:

e ZV X,.(m), i=1,...,n,der Balle pro Urne sind nicht unabhangig.
e Z.B. gilt offenbar X{™ = m — 7 x(™,

@ Wir wirden gerne die X,.(m) als unabhangige Poisson-ZV Y,.(m),
i=1,....,n mity = T behandeln (Poisson-Fall).
Lemma Poisson versus exakt

Die Verteilung (Y™, ..., Y{™) eingeschrankt auf 3, Y™ = k ist
identisch zur Verteilung (X1(k), . ,X,Sk)), unabhéngig von m.

Beweis: )
o Fir Y k= ki py = Pr((XY .. X)) = (k... kn)) = (b 1),

o Fir po = Pr((Y\™ ... YY) = (K, ... ka) | 3, Y™ = k) gilt
P2 =

Pr((Y{™=ki)N.. m(Y"” k)OS k=) I e~ 7 (2)/(kit) 0
S, Y=k emmi R Pr
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Poisson versus exakt

Satz Poisson versus exakt
Sei f(x1, ..., Xn) eine nicht-negative Funktion. Dann giIt

E[f(X™, . xS < ey/m-E[f(YI™,..., Y™

Beweis: Unter Verwendung der Abschétzung m! < e\/_(%) gilt

[e'e] n
E[f(Y™,...,Y{™)] = ZE{f(m<"'),...7Yé’"’)|ZY}"’)=k1-Pr(Z Y =
k=0 i=1 i=1

n n

> B[V, Y)Y =m P (S Y =
i=1 i=1
e—mmm

= E[fX7,. XS

1
> — E[AX™. . xYy O
p e\/m [( 1 bl ) n )]
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Poisson versus exakt

Korollar Poisson versus exakt

Jedes Ereignis E, dass Ws p im Poisson-Fall besitzt,
besitzt Ws < e\/mp im exakten Bélle/Urnen-Fall.

Beweis: Sei f die Indikatorfunktion von E. Dannist E[f] = Pr(E). O

Ubung: Fiir spezielle f sind noch bessere Schranken méglich.
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Untere Schranke fir maximale Beladung

Satz Untere Schranke fiir maximale Beladung

Wir werfen n Bélle in n Urnen. Dann besitzt fir hinreichend groBe n

eine Urne mindestens 1> Balle mit Ws > 1 — 1

Beweis:
@ Modelliere Anzahl X; der Bélle in Urne i als Poisson-ZV mit = 1.
@ Esgilt Pr(X; > M) > e — 1
@ D.h. alle Urnen haben weniger als M Bélle mit Ws hdchstens

(1 eMI) <e eMl

e Falls e & < %, ist diese Gegenws im exakten Fall < en—@ <1

@ Fir die Wahl M = |r'1’}n”n folgt e~ & < % (nach etwas Rechnen). O
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Anwendung Hash-Ketten

Szenario: Wérterbuchsuche
@ Besitzen sortierte Black-List mit n nicht erlaubten Passworten.
@ Uberpriifen eines einzelnen Passworts benétigt ©(log n) Schritte.
@ Frage: Effizientere Datenstruktur fir die Wérterbuchsuche?

Datenstruktur Hash-Kette:
@ Hashfunktion f : U — [1, n] mit Pr(f(x) = j) = 1 fur alle x € U.
@ Hashkollisionen werden mittels verketteter Listen behandelt.
@ D.h. die n Passworter entsprechen Ballen, die n Hashwerte Urnen.
@ Suche eines Wortes: erwartet ©(1) und O(A"2 ) mit hoher Ws.

Ininn
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Scheduling und Leader Election

Szenario: Scheduling

@ n Nutzer u; € U wollen gleichzeitig einen Rechner nutzen.
@ Missen Reihenfolge festlegen, d.h. eine Permutation wahlen.

Lésung mittels Hashing:
@ Wihle eine Hashfunktion f: U — [1, n®] mit Pr(x = j) = %
@ Nutzer u; mit kleinstem Hashwert f(u;) kommt zuerst, usw.
@ Bendtigen: Keine zwei Nutzer erhalten denselben Hashwert.
@ Fur ein festes u; gilt f(u;) = f(u;) flr ein j # i mit Ws
T—(1- )<l <3
@ Union Bound: 2 Nutzer besitzen denselben Hashwert mit Ws < 15

Leader Election: Wahle Leader u; mit kleinstem Hashwert f(u;).
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Die Probabilistische Methode

Beobachtung: Besitzt ein Ereignis Ws > 0, so muss es existieren!
Notation: Sei Kj, der komplette Graph mit n Knoten und (3) Kanten.

Satz

Falls 2()-1 > (1), existiert eine 2-Kantenfarbung des Kj, so dass kein
K Subgraph monochromatisch ist.

Beweis:
@ Farbe jede Kante zuféllig und unabhangig mit Ws %
e Ereignis A;: i-te Clique K, i =1,..., (%), ist monochromatisch.
o K" pesitzt (£) Kanten. D.h. Pr(4;) = ﬁ
2\2)~ .
@ Mit Union Bound existiert ein monochromatischer K,S') mit
PrU, 4) < ) Pray = ()20 < 1.
@ D.h. kein monochromatischer K,E’) existiert mit
Pr(N®) A) = 1 - PrU®, 4 > 0. 0.
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Nicht alle kleiner als der Erwartungswert.

Lemma
Sei X eine ZV mit E[X] = n. Dann gilt

Pr(X > u) > 0und Pr(X < u) > 0.

Beweis:
@ Wir zeigen nur Pr(X > u) > 0, Pr(X < 1) > 0 folgt analog.
@ Angenommen Pr(X > n) > 0. Wir erhalten den Widerspruch
=2 XPr(X=x)=5,  XPr(X=x)<p>,  Pr(X=x)=p.

Problem Max-Cut

Gegeben: Graph G= (V,E) mit|V|=nund |E|=m
Gesucht: Maximaler Cut V=AUB

Max-Cut ist ein NP-hartes Problem.
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Mindestgréie eines Max-Cuts
Satz MindestgréBe eines Max-Cuts

Jeder Graph G = (V, E) besitzt einen Cut der Gr6Be mindestens 7. J
Beweis:

e Weise jedes v € V mit jeweils Ws } zu A oder B.
@ Sei E={eq,...,ep}tund IV X; =1, falls ; zum Cut beitragt.
@ Esgilt E[X;] = 1. Sei C ZV firr die GréBe des Cuts. Dann gilt
E[C] = S EIX] = 3.
@ D.h. es existiert eine Partition V = AU B mit CutgréBe |C| > 7. O
Algorithmus(Las Vegas) BIG-CuT
EINGABE: G = (V, E)
@ REPEAT
@ Weise jedes v € V jeweils mit Ws % zu A oder B.
UNTIL C(A,B) > T
AUSGABE: V = AU B mit CutgréBe C > 7

.
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Konstruktion eines grof3en Cuts

Satz Laufzeit von BIG-CUT
BiG-CUT lauft in erwarteter Zeit O(nm?). J

Beweis:
@ Jede Zuweisung in 1.1 l&uft in O(n).
o Die Uberpriifung von C(A, B) > T benétigt O(m).
@ Definiere p = Pr(C > 7). Wegen C < m gilt
3 =E[Cl =3 niPr(C =)+ pniPr(C=1i)<(1 —p) 21 +pm.
o Auflésen nach p liefert p > 1.
@ Die Anzahl lterationen von Schritt 1 ist geometrisch verteilt mit p.
@ D.h. wir benétigen erwartet ;—, = O(m) viele lterationen. [
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Derandomisierung von BIG-CUT

Algorithmus DETERMINISTIC BIG-CUT
EINGABE: G = (V, E)

© Setze A= {v;}und B = (.

@ FORi=2ton

@ Falls v; weniger Nachbarn in A als in B besitzt, setzte A= AU {v;}.
@ Sonstsetze B= BU {v;}.

AUSGABE: V = AU B mit CutgréBe C > 7

Laufzeit: O(n+ m), d.h. linear in der Eingabe.
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Korrektheit DETERMINISTIC BIG-CUT

Satz Korrektheit von DETERMINISTIC BIG-CUT
DETERMINISTIC BIG-CUT berechnet einen Cut der GréBe C > 7.

Beweis:
@ Sei x; € {A, B} die Menge, in die v; platziert wird.
@ Sei E[C|x1, ..., X(] die erwartete Cut-GréBe nach Platzierung von
X1,..., Xk, wobei die verbliebenen Knoten zuféllig platziert werden.
@ Danngilt E[C] > 7 (BIG-CUT) und E[C] = E[C | x1].
@ Ferner gilt
E[C| X1,....Xk] = SE[C | x1,..., X, Al + E[C | X1, ..., Xk, B].
@ Alle Kanten, die nicht inzident zu v, 1 sind, tragen dasselbe zu
den beiden Erwartungswerten auf der rechten Seite bei.
@ DETERM. BIG-CUT wahlt das Maximum beider Erwartungswerte.
@ Esfolgt E[C | X1,...,Xk] <E[C| X1,...,Xk+1] fUralle 0 < k < n.
@ D.h. bei Terminierung von DETERMINISTIC BIG-CUT gilt
E[C | X1,...,X] 2 E[C | X1,...,X,—4] > ... > E[C] > 2. O
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Sample and Modify
Sample and Modify Strategie
@ Sample: Erzeuge zuféllige Struktur.
@ Modify: Modifiziere, bis die gewlinschte Eigenschaft erreicht ist.

Algorithmus INDEPENDENT SET
EINGABE: G=(V,E)mit |V|=n,|E| =m
@ Setze d = 27’" (durchschnittlicher Grad eines Knoten).
© Losche jedes v € V und dessen inzidente Kanten mit Ws 1 — ]—j.
© Losche alle verbliebenen e € E und einen der adjazenten Knoten.
AUSGABE: Knotenmenge V' C V mit {u, v} ¢ E furalle u,v e V'

Korrektheit:

@ Nach dem Samplen in Schritt 2 erhalten wir kein Independent Set.
@ Die Modifikation in Schritt 3 stellt die gewlinschte Eigenschaft her.
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GréBe des Independent Sets

Satz GréBe des Independent Sets

INDEPENDENT SET berechnet ein V' erwarteter GréBe ..

Beweis:

@ Sei X ZV fiir die Anzahl Knoten nach Schritt 1. Dann gilt E[X] = 5
@ Sei Y ZV fur die Anzahl Kanten nach Schritt 2.

@ Kante Uberlebt, falls beide adjazenten Knoten Uberleben. D.h.
E[Y]=mb =2 = 1.
@ Schritt 3 16scht héchstens Y Knoten. D.h. |V/| > X — Y mit

2
EX-Y]=0_fo=p_r° [

Korollar

Jedes G = (V, E) enthlt eine unabhangige Menge der Gré3e > 4m. J

Prob - Vorlesung 09

Probabilistische Methode, Cut-Berechnung, Derandomisierung, Sample & Modify

80/118



Zufallige Graphen
Definition Zufélliger Graph G, p

Fur Gp wahle n Knoten und setze jede der (5) Kanten mit Ws p.

Satz
Far alle e > 0 und hinreichend grof3e n gilt:
Gnp Mit p = o(n‘g) enthélt eine Clique der GroBe 4 mit Ws kleiner e.

v

Beweis:
@ Seien Cq,..., C(;’) alle Mengen mit 4 Knoten.
@ Sei IV X; = 1 falls C; eine Clique ist und X = Zg X;. Dann gilt

EIX] = S Prixi = 1] = (7)p° < n* - o(n4) = o(1).
@ D.h. E[X] < e fir hinreichend groBe n. Da X > 0 folgt
PriX>1)<E[X]<e O

" . 2y . , .
Frage: Enthalt G, flr p = w(n™3) eine 4er-Clique mit groBer Ws?




2. Moment Methode

Satz 2. Moment Methode
Sei X eine nicht-negative ganzzahlige ZV. Dann gilt

_ Var[X]
Pr(X =0) < EDD?”

Beweis: Mit Chebyshevs Ungleichung gilt

B B Var[X]
Pr(X = 0) < Pr(|X — E[X]| = E[X]) < Gpqz T

Nachteil: Die Berechnung von Var[X] ist oft aufwandig.
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2. Moment Methode

Satz
Sei X =7, X; mit 0,1-ZV X;. Dann gilt

Pr(X > 0) > Y7Ly £y

Beweis: Sei Y = fiir X > 0 und Y = 0 sonst. Dann gilt
Pr(X>0) = E[XY]= IE[ZX,-Y] =S EXY]
i=1 i=1

= SCEDOY | X = 11X = 1)+ ELXY | X = 0]Pr(X =0)

i=1

- iE[Y|X,:1]Pr(X,-:1):i]E[1Y|X,-:1]Pr(X,:1)

i=1 i=1

(Y

Z E?)r((f(lx_j )1] (mit Jensens Ungleichung E[f(X)] > f(E[X])) O
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Zufallige Graphen

Satz
Far alle e > 0 und hinreichend groBe n gilt:
Gnp mitp = w(n‘g) enthalt keine Clique der GroBe 4 mit Ws kleiner e.

Beweis: i

@ Sei wie zuvor IV X; = 1 falls C; eine Clique ist und X = z,(j Xi.
@ Zeigen, dass Pr(X > 0) — 1.D.h. Pr(X =0) < e.
@ Es gilt fir ein festes X;

11— 5 5013 11— 5 e — 11— 1)
e Fur (",*) Knotenmengen C; mit |C; N C;| = 0: X; = 1 mit Ws pP.
e Fir 4(";*) Knotenmengen C; mit |C; N Cj| = 1: X; = 1 mit Ws pP.
e Fir6(",*) Knotenmengen C; mit |C; N C;| = 2: X; = 1 mit Ws p°.
e Fir 4("*) Knotenmengen C; mit |C; N Cj| = 3: X; = 1 mit Ws p°.

@ Es folgt Pr(X > 0) > (2)p° 1.0

= 1" ) 4" ) oo +6(" ) +4(" )PP n—oo
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Lovasz Local Lemma
Motivation: Probabilistische Methode
@ Seien E4,..., E, schlechte Ereignisse.
@ Weiter seien Eq,. .., E, unabhéngig. D.h. fir alle / C {1,..., n} gilt
Pr(Mics Ei) = 1ies PL(E:') o
@ Mit E4,..., E, sind auch die Ereignisse Eq, ..., E, unabhangig.
@ Falls Pr(E;) < 1 fur alle i, dann folgt
Pr(Nic/ Ei) = 11, Pr(E;) > 0.
@ D.h. es existiert ein Element des Wsraums, das in keinem der
schlechten Ereignisse auftaucht.
@ Frage: Was passiert fur limitierte Formen von Unabhangigkeit?

Definition Abhangigkeitsgraph
E heiBt unabhéngig von E;, ..., E, falls firalle I C {1,..., n} qilt
Pr(E | N Ei) = Pr(E).
Der Abhéngigkeitsgraph G = (V, E) fur Eq, ..., E, ist definiert als
V={1,...,n}und E = {(/,j) | Ej ist abh&ngig von E;}.

v
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Lovasz Local Lemma

Lemma Lovasz Local Lemma (1975)
Seien Eq, ..., E, Ereignisse mit
Q Pr(E) <pflrallei=1,...,n,

@ Abhéangigkeitsgraph G = (V, E)von E;, ..., E, besitzt Grad < d,
Q 4dp< 1.

Dann gilt Pr(N7_, E;) > 0.

Beweis:
@ Sei SC {1,...,n}. Wir zeigen fir alle k ¢ S

Pr(Ex | ﬂ/es E;) < 2p per Induktion Uber |S| =s,5=0,...,n.
@ Die Aussage des Theorems folgt aus

n i—1 n

Pr((n]E-) = J]Pr(E | ﬂ f[ 1—Pr(E|ﬂE >J(1-2p) >
i=1 i=1 j=1 i=1

@ Bendtigen Pr((;cs £ Ej) > 0. Fall s =1 folgt aus Pr(Ej) > 1 —p > 0.
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Lovasz Local Lemma

Beweis: (Fortsetzung)
@ Firs>1seiOBdA S={1,...,s}. Esgilt analog wie zuvor

J— : v
Pr(NE E) =TT (1 = Pr(Ei | 1 ) = TTE4(1 - 2p) > 0.
© SeiS;={jeS|(kj)eElund S, =S\ S. Fir S, = S gilt
Pr(Ek | Njes E) = Pr(Ex) < p.
@ Seialso |S;| < s. Sei Fs = (V.5 Ej. Es gilt Fs = Fs, N Fs, und

_ Pr(ExnFs) _ Pr(EknFs,NFs,)  Pr(ExNFg,|Fs,)
Pr(E | Fs) = —pi(Fs) = ~PriFs.nFs) = Pi(FsIFs)

@ Esgilt PI’(Ek N FS1 ’ FSZ) < PI’(Ek ‘ Fsz) = Pr(Ek) <p.
@ Es geniigt nun, Pr(Fs, | Fs,) > % zu zeigen. Es qilt

Pr(Fs, | Fs,) =Pr(Nics, Ei | Njes, E) =1 — Yics, Pr(Ei [ Njes, E))
1\%

<1=Yjes 2p>1-2pd >3 O
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Anwendung: Erfullbarkeit
Problem Erfullbarkeit von k-SAT

Gegeben: k-SAT Formel (keine Klausel enthalt Variable doppelt)
Gesucht: erflllende Belegung

Satz Existenz erflllender Belegung

Eine k-SAT Formel ist erflillbar, falls keine Variable in mehr als T = %
Klauseln vorkommt.

Beweis:
@ Wabhle eine zufallige Belegung der Variablen.
Ereignis E;, i = 1,..., m: i-te Klausel ist nicht erfullt.
Da jede Klausel k Literale enthalt, gilt p = Pr(E;) = .
E;, E; abhangig, falls Klauseln /,j gemeinsame Variable besitzen.
Jeder der k Variablen in Klausel i kommtin < T = % Klauseln vor.
D.h. wir erhalten d < kT < 2. Es folgt 4dp < 432k = 1.
Mit Lovasz Local Lemma folgt Pr(N", E;) > 0. O
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Anwendung: Kanten-disjunkte Pfade
Problem Wahl kanten-disjunkter Pfade

Gegeben: n Paare Nutzer mit Mengen F; von m Pfaden pro Nutzer
Gesucht:  Auswahl n kanten-disjunkter Pfade

Satz Existenz kanten-disjunkter Auswabhl

Es existiert eine kanten-disjunkte Auswahl, falls fiir alle F;, F;, i # j die
Anzahl nicht kanten-disjunkter Pfade héchstens k < 8ﬂn ist.

Beweis:
@ Wahle jeden Pfad aus F; unabhangig gleichverteilt mit Ws %
@ Ereignis E;;: Pfade aus F;, F; besitzen gemeinsame Kante.
@ Esgilt p=Pr(E;;) < X firalle i # j.
@ Sei d der Grad des Abhéngigkeitsgraphen der E; ;.
@ E;;ist unabhéangig von E; j fur {i,j} n{/,j'} = 0. D.h. d < 2n.
@ Wir erhalten 4dp < 87k < 1.
@ Mit Lovasz Local Lemma folgt Pr(ﬂ,-#j?,j) >0. O
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Markov Kette

Definition Markov Kette

Ein stochastischer Prozess X = {X; | t € Ny} ist eine Menge von ZV.
Ein stochastischer Prozess X heil3t Markov Kette, falls

Pr(Xe=at | Xt—1=at-1,...,Xo=a0) =Pr(Xe = a; | Xe—1 = ar-1).

Anmerkungen:

@ D.h Zustand X; hangt nur von X;_; ab (unabh&ngig von Historie).
@ Sei{0,1,...,n} bzw. {0,1,...} der Zustandsraum der X;.
@ Wir gehen von Zustand i nach Zustand j mit Ubergangsws
_Pij=Pr(Xe =] Xe—1 =1).
@ Wir definieren die Ubergangsmatrix P = (p; j)o<ij<n (bw. oo)-
@ Esgilt} ;- opi,=1faralle .
@ Sei pi(t) die Ws: Prozess besitzt zum Zeitpunkt t Zustand i.
@ p(t) = (po(t), p1(t),...,pn(t)) ist Zustandsverteilung. Es gilt
pi(t) = > ;50 Pi(t — 1)pji bzw. p(t) = p(t — 1)P.



Eigenschaften von Markov Ketten

Anmerkungen:
@ Wir bezeichnen die Ws in m Schritten von i nach j zu wechseln
pil = Pr(Xerm =J | Xt = 1).
o Offenbar gilt o} = 350 PikPR; -
® Sei P(™ = (pM)o<;j<n- Dann gilt PM = P . P(M~1) — P bzw.
p(t+m) = p(t)P™.
@ P wird oft als gerichteter Graph G(V, E) veranschaulicht.
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Anwendung: Random Walk 2-SAT Algorithmus

Problem 2-SAT

Gegeben: 2-SAT Formel ¢(x1,...,Xn)
Gesucht: erflllende Belegung oder Ausgabe “nicht erflllbar”

Algorithmus 2-SAT
EINGABE: ¢(x1, ..., Xn), m (Parameter fur Erfolgsws)

@ Starte mit einer zufalligen Belegung.

Q@ FORi=1to2mn?

@ Falls Belegung erflllend, Ausgabe der Belegung, EXIT.
@ Wahle eine beliebige nicht-erflllte Klausel k.
© Andere flr ein zufélliges Literal in k die Belegung der Variable.

© Ausgabe “nicht erflllbar”.
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Analyse 2-SAT

Satz 2-SAT

2-SAT findet fur erflllbare ¢ eine erflllende Belegung nach erwartet
O(n?) lterationen. Die Ausgabe “nicht-erfiilloar” erfolgt mit Ws < 21—m

Beweis:
@ Sei S eine erflllende Belegung und A; die Belegung in Iteration i.
@ Sei X; eine ZV fiir die Anzahl der Ubereinstimmungen in S und A;.
@ Falls X; = n, so gibt 2-SAT die Belegung S aus.
@ Esqilt Pr(Xj,1 =1 ] X; =0) =1. In Schritt 2.2 ist k nicht erfillt.
@ Daher stimmen A;, S an > 1 Stelle nicht Uiberein. D.h.
Pr(Xiw1 =+ 1] X =) > Jbzw. Pr(Xiss =j— 1] X;=j) < }.
@ Wir betrachten die Markov Kette Y = {Y; | t > 0} mit
Yo=Xo, Pr(Yiu1=1]Y;=0)=1undfir1 <j<n:
Pr(Yip1 =j+1[Yi=j)=Pr(Yi1=j—1]Yi=j)=3.
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Analyse 2-SAT

Beweis: (Fortsetzung)
@ Y bendtigt zum Erreichen von n mindestens solange wie Xy, X, ...
@ Y modelliert einen Random Walk auf dem Intervall 0,1,..., n.
@ ZV Z;: Anzahl Schritte bei Startwert i bis zum Erreichen von i + 1.
@ Sei h; =E[Z]. Es gilt h = 1. Fur 1 < i < nfolgt
hi=E[Z]=3 1+ 3 E1+Z_1+Z] =1+ 3hi_1 + hi
@ Wirerhalten hi =2+ hi_1=2+2+h o=...=2i+hy=2i+1.
@ D.h. unabhéngig vom Startwert Y, bendtigen wir Schrittzahl max.
E[7% Z = Y10 ElZ] = Yl 2i +1 = .
@ Teile 2-SAT in Segmente der GréBe von 2n? lterationen.
@ Pro Segment benétigen wir < n? Iterationen zum Erreichen von n.
@ Die Markov- Ungleichung liefert Pr(Z}:O1 Z>2m) < 2”—;2 =1
@ D.h. wir finden S nicht in m Segmenten mit Ws héchstens 21—", O
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Anwendung: randomisierter 3-SAT Algorithmus
Modifikation fir 3-SAT Algorithmus:

Setze im Algorithmus 2-SAT fiir die FOR-Schleife i = 1 to cc.

Satz Komplexitat fur 3-SAT

3-SAT benétigt auf einer erfillbaren 3-SAT Formel erwartet Zeit (9(2”).J

Beweis:
@ Seien S, Aj, X; und Z; analog zum vorigen Beweis. Es gilt nun
Pr(Xip1 =j+1| Xi=/) > Jbzw. Pr(Xq = j— 1] X; = j) < 2.
@ Wir betrachten die Markov Kette Y = {Y; | t > 0} mit
Yo=Xo, Pr(Yiz1=1]Y;=0)=1undfir1 <j<n:
Pr(Xis1 =j+ 1| Xi=j) = gund Pr(Xsq = j = 1| Xi = j) = 3.
® Nunfolgt E[Z] = hj= -1+ 2 -E[1 +Z_1+ Z] =1+ 2hi_¢ + 2h;.
= h =3+2h_1=3(1+2)+2%h o =...=3(2°+... 42" ") 42hy =2"2_3
@ D.h. h,_1 =©(2"). Aus Zf’;& h; = O(2") folgt die Laufzeit. O
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3-SAT Algorithmus mit Reset

Idee: Falls X; nicht nahe bei n ist, starte neu.

Algorithmus 3-SAT geset
EINGABE: ¢(x1,...,Xn)

© REPEAT

© Wahle eine zuféllige Belegung.
Q@ FOR/=1to3n

© Wahle beliebige nicht-erflllte Klausel k. Falls nicht vorhanden, EXIT.
@ Andere fir ein zufalliges Literal in k die Belegung der Variable.

© UNTIL (erfullende Belegung gefunden)
AUSGABE: erflllende Belegung von ¢(x1, ..., Xn)
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3-SAT Algorithmus mit Reset
Satz 3-SAT Algorithmus mit Reset

Fir erfillbare ¢ besitzt 3-SAT geser €rwWartete Laufzeit O(n% (4/3)M
Beweis:

@ Sei g; die Ws, dass S in 3n Schritten erreicht wird, wenn anfangs
in Schritt 2 genau j Variablen nicht mit S Gbereinstimmen.

@ Man muss in Summej mal in die ¢ rlchtlge Richtung gehen. D.h.

,,,,, (1)) ( /) fir0 < j < n.
° Aus der Stlrllng—FormeI folgt (3) > <

\/(27)/ ¢ < 1 konstant. D.h.
qj > \%(%)2/(3) (%Y > \%(E)j-
@ Seiq die Ws, dass wir in Schleife 2.1 erfolgreich sind. Wir erhalten
2n+2, 1 (D@ = &) (HGY)
— a(rHE) = e i)
@ Insgesamt bendtigt man erwartet Laufzeit 13n = O(n%(4/3)”). O
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Gambler’s Ruin

Szenario: Spielen bis zum Ruin
@ Spieler 1 besitze ¢4 Euro, Spieler 2 besitze ¢, Euro.
@ Pro Runde gewinne jeder Spieler 1 Euro vom anderen mit Ws %

@ Ein Spieler gewinnt, falls er das Geld des anderen besitzt.
Frage: Mit welcher Ws qp gewinnt Spieler 1?

Modellierung als Random Walk:
@ Wir betrachten den Gewinn von Spieler 1.
@ D.h. der Random Walk beginnt in 0 und endet in —¢; bzw. /5.
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Gambler’s Ruin

Satz Spielen bis zum Ruin

Spieler 1 gewinnt mit Ws qg = 51“2

Beweis:

@ Sei g; die Ws des Gewinns bei Zwischengewinn von j Euro.
@ Uns interessiert qo. Es gilt g, =0,q,, = 1 und

g = %t + I fir —04 < j < Lo

Q4= Qr, =2Qe, 1 — Qo2 = 3Qe, 2 — 24, 3 = (L2 +1)qo — {291

@ o= Q-t, =2Q-4,+1 — G—t;+2 = 3Q—p42 — 24,43 = £19-1 — (61 — 1)qo
@ Addiere ¢4-mal Gleichung (1) zu ¢o-mal Gleichung (2).

@ Esfolgt /4 = £1(f2 +1)qo — l2(¢1 —1)qo = ({1 +£2)qo. O

Ubung: Zeigen Sie, dass g = ffl/ flr —0; < j < L.

Prob - Vorlesung 12

3-SAT mit Reset, Gambler's Ruin, Random Walk auf Graphen, Uberdeckungszeit

99/118



Random Walks auf Graphen
Definition Stationare Zustandsverteilung

Ein Ws-Verteilung 7 fir eine Markov Kette heif3t stationér, falls 7 = 7‘rP.J
Anmerkung:

@ Wir berechnen stationares 7 durch Lésen des linearen Systems

7 =7P.
@ Sei h;; die erwartete Anzahl von Schritten von Zustand 7/ nach /.
@ Man kann zeigen, dass h;; = &

Random Walk auf G = (V, E):

@ Wir betrachten endliche, ungerichtete, zusammenhangende G.

@ Zusatzlich soll G nicht bipartit sein. D.h. fir jeden Knoten v € V
existiert ein Pfad von v nach v ungerader Lénge.

@ Furjedes v € V bezeichne d(v) den Grad von v.

@ Angenommen wir sind im Zeitpunkt ¢ in Knoten v. Dann gehen wir

zum Zeitpunkt t + 1 mit Ws jeweils ﬁ zu einem der Nachbarn.
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Random Walk besitzt stationare Verteilung.
Satz Random Walk besitzt stationare Verteilung.
Random Walks auf G konvergieren zu einem stationaren 7 mit

= 90

N Q.

Beweis:

@ Esgilt > ,cym = ey gf,:K' = 1. D.h. 7, ist eine Ws-Verteilung.

@ Sei P die Ubergangsmatrix und N(v) die Nachbarn von v
@ Das lineare Gleichungssystem 7 = 7P ist aquivalent zu

Ty = ZUGN(V) Wuﬁ-
% |6st das System denn
d
D oueN(w) T dL = ZueN(v )L - gy .

@ Die Setzung m,

Korollar

Es gilt fiir hy,, = £ firalle ve V.
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Laufzeit fur Pfade

Lemma Laufzeit fir Pfade
Falls (u, v) € E, so gilt hy , < 2|E|.

Beweis:

@ Seien N(u) die Nachbarn von u. Es gilt

2|E
2EL s = Swente) 3y (1 + ).

@ Wegen v € N(u) folgt sicherlich h, , < 2|E|. O

Definition Uberdeckungszeit

Fir G= (V, E) sei T, die erwartete Zeit bis ein Random Walk
gestartetin v € V alle Knoten von V besucht.
Wir bezeichnen Tg = max,cy{T,} als Uberdeckungszeit von G.
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Uberdeckungszeit

Satz Uberdeckungszeit
Firalle G = (V, E) gilt T < 4| V| - |E]. }

Beweis:
@ Wabhle einen Spannbaum S von G. S besitzt |V| — 1 Kanten.
@ Wir starten Tiefensuche auf S in einem beliebigem Startknoten.

@ Dies liefert eine Traversierung, die jede Kante genau einmal in
beide Richtungen durchlauft.

Ferner entspricht der Startknoten dem Endknoten.

]

@ Sei Vg, V4, ..., Vp(|v|—1) = Vo die Tour dieser Traversierung.

@ Die erwartete Zeit fiir diese Tour ist eine obere Schranke fir Tg.
o Dh. Tg< Y23,

<(2|V|-2)-2|E| <4|V| |E. O

Vit
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Probabilistische Pfadsuche

Frage: Existiert ein Pfad in G von s nach t?
@ Deterministisch mit Breitensuche I6sbar in Zeit O(| V| + |E|).
@ Erfordert allerdings auch Speicher Q(|V|).

Algorithmus PATH
EINGABE: G = (V,E),s,t e V
@ Starte einen Random Walk in s.

@ Falls t in 4n® Schritten erreicht wird, Ausgabe “Pfad”.
Sonst Ausgabe “kein Pfad”.
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Probabilistische Pfadsuche

Satz

Falls ein Pfad von s nach t existiert, so gibt PATH mit Ws > % die
korrekte Antwort. PATH benétigt O(log(|V|)) Speicher.

Beweis:

@ Sei X ZV fir die erwartete Zeit von s nach t per Random Walk.

@ Es gilt offenbar E[X] < Tg < 4|V| - |E| < 2n®. Mit Markov folgt
Pr(X > 4m) < 2 < 1.

@ PATH muss die jetzige Position und die Anzahl Schritte speichern.

@ Dies bendtigt O(log(|V|)) Speicher. O
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Motivation Monte Carlo Methode

Algorithmus APPROX-7
EINGABE: m (Anzahl der Samples)
@ Setze Z=0.
Q@ FORi=1tom

@ Wahle zufalligen Punkt P = (X, Y) mit X, Y €g [-1,1].
@ Falls v X2+ Y2 <1, setze Z=Z+ 1. (P ist im Einheitskreis)

AUSGABE: Z - % als Approximation fur =

Anmerkungen:
@ ZV Z; =1 gdw vX2 + Y2 < 1 in der i-ten lteration.
@ Es gilt Pr(Z; = 1) = Z und daher E[Z] = >, E[Z] = ZF.
e D.h. Z' = % st eine gute Approximation fir 7.
@ Die Chernoff Schranke auf Folie 52 liefert flir 0 < e < 1
Pr(|Z'—x| > er) = Pr(|Z—TF| > <97) = Pr(|Z-E[Z]] > €E[Z]) < 20~ "%
@ D.h. fUr hinreichend grof3es m wird die Approximation beliebig gut.
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(e, 0)-Approximation

Definition (¢, 6)-Approximation
Die Ausgabe X eines Alg. ist eine (e, )-Approximation fur V, falls

Pr(|X — V| <eV)>1—6.

Anmerkungen:
@ ApPPROX- liefert eine (e, 6) Approximation fiir e < 1, falls

oe- 15 <6, d.h. m>127'r2( 5),
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(¢, 0)-Approximation mittels Chernoff

Satz (¢, §)-Approximation mittels Chernoff
Seien Xi, ..., Xm unabhéngige IV mit 1 = E[X]]. Es gilt

2
Pr(| 5 S5y X — il > ep) < & fiar m > 258,

D.h. m Samples liefern eine (e, §)-Approximation fir .

Beweis:
@ Sei X =X; +...+ Xpn. Sei ¢/ =E[X] = mp.
@ Wir verwenden die Chernoff Schranke von Folie 52
Pr(|X — p/| > du') < 267#.
@ Es folgt

2

Pr(l o oMy Xi — pl > ep) = Pr(IX — /| > epf) < 2e™™ "5 < 6.0
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DNF Counting

Szenario:
@ Betrachten Probleme, die Eingaben x auf Werte V(x) abbilden.

Problem DNF Counting

Gegeben: Formel ¢ in disjunktiver Normalform (DNF)
Gesucht:  Anzahl der erfullenden Belegungen V(¢) von ¢

Anmerkungen:
@ Beispiel fir DNF-Formel: ¢ = (x1 A X2) V (X1 A X3).
@ Es ist einfach, die Erfullbarkeit von DNF-Formeln zu entscheiden.

SAT <, DNF Counting, d.h. DNF Counting ist NP-schwer.
@ Sei ¢ eine SAT-Formel. Wir betrachten ¢.
@ Schreibe ¢ mit de Morgans Regel als DNF-Formel.
@ ¢ erfulllbar gdw. es existiert eine Belegung, die ¢ nicht erflllt.
@ Zahle die Anzahl der erfiillenden Belegungen von ¢.
@ Ist diese weniger als 2", so ist ¢ erfillbar.
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FPRAS

Sei |x| die Eingabegrdf3e von x.

Definition FPRAS

Ein Algorithmus A ist ein FPRAS (fully polynomial randomized
approximation scheme), falls A bei Eingabe x,¢,6 mit0 < e, < 1 eine
(¢, §)-Approximation von V(x) in Zeit polynomiell in 1,In(1), x| liefert.

Algorithmus NAIVE-DNF COUNTING
EINGABE: DNF-Formel ¢(xq,...,Xn), m
@ Setze X =0.

Q@ FORi=1tom

@ Wahle uniform eine Belegung B von xi, ..., Xp.
@ Falls B erfullend, setze X := X + 1.

AUSGABE: Y = X - 2—,,"7 als Approximation fir V(¢)

Prob - Vorlesung 13 Pfadsuche, Monte Carlo Methode, Approximationsschema FPRAS, DNF Counting 110/118



Analyse NAIVE-DNF COUNTING

Satz Analyse NAIVE-DNF COUNTING

Far V(¢) > poly(n) ist NAIVE-DNF COUNTING ein FPRAS.

Beweis:

@ Seidie IV X; =1gdw. B in Iteration i erfillend. Sei X = Y7, X

e Esgilt u = Pr(X; = 1) = %2 =E[X]- Z = V(¢).
%
@ D.h. % liefert eine (e, 9)- ApprOX|mat|on far p = 2(,?), falls
3In(2)  3In(2)-2"
fp V(g T
@ Damitist Y = 5 2" eine (e, 6)- Approximation far V(¢).

@ Fur V(¢) >

m >

so( ist m polynomiell in 1, In(3), n.

@ D.h. NAIVE-DNF COUNTING ist ein FPRAS fir DNF Counting.

Problem: Fir V(¢) = poly(n) benétigen wir exp. viele Samples m.
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Samplen von erflillenden Belegungen

Verbessertes Samplen:
@ Seip=CyV...VC.
@ OBdA enthalte keine Klausel C; eine Variable und deren Negation.
@ Sei B; die Menge der erflllenden Belegungen von C;.
@ Sei /; die Anzahl der Literale in C;. Es gilt | B;| = 2"
@ Definiere U = {(i,b) |1 <i<tund be B} mit|U] = !, 274,
@ Belegungen kénnen mehrmals in U auftauchen.
@ Die Anzahl erfilllender Belegungen von ¢ ist d(¢) = | UL, Bjl.
@ Wir zahlen nur das erste Auftreten einer Belegung durch
S={(i,b)[1<i<tbeB;,b¢B,firj<i}mit|S|=d(e).
Idee: Sample uniform aus U, zahle wie oft man dabei in S landet.
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DFN-COUNTING
Uniformes Samplen aus U:
@ Wahle Klausel i mit Ws ‘lB ‘l
@ Wahle zufallig eine erfullende Belegung b € B;.
@ Die Literale aus C; mlssen dafiir auf wahr gesetzt werden.
@ Die in C; nicht auftretenden Variablen werden u‘r;h;orm gesetzt.
1

@ Damit wird jedes (i, b) € U ausgewahlt mit Ws OB = ﬁ

Algorithmus DNF-COUNTING

EINGABE: ¢(x1,...,xn) = Cy V...V Gt (C; enthalte ¢; Literale), m
@ Setze X = 0.
@ Berechne |B;| =2"%i furi=1,...,t Berechne |U| = Zf:1 |Bil.
© FORk=1tom

@ Waibhle Klausel i mit Ws % aus.

@ Wabhle uniform eine erfillende Belegung b € B;.
@ Fallsb¢ Bifir1 <j<i setze X=X+1. (effizient testbar)

AUSGABE: Y = £ . |U|
v
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Analyse von DFN-COUNTING

Satz DFN-COUNTING ist FPRAS
DFN-COUNTING ist ein FPRAS fir m = [ In(5)]. J

Beweis:
@ Wir wahlen in 3.2 ein uniformes b € U. Es gilt Pr(b € S) > 1.
@ Sei IV Xk = 1 gdw in lteration k der Wert von X erhéht wird.

® Dh. = E[X] >} bzw. t > 1. Fiir die Wahl m = [3“”( )7 folgt
m> 3@
Z =2,
@ Mit Chernoff-Schranke: % liefert eine (e, §)-Approximation von ||fj|‘.

@ Damit liefert % - |U| eine (¢, ¢)-Approximation von |S|. O

Beobachtung: Geeignetes Samplen erlaubt approximatives Zahlen.
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Markov Ketten Monte Carlo Methode (MCMC)

Bsp: Sample in G = (V, E) uniform eine unabhéngige Menge.

Idee: Konstruiere eine Markov Kette mit folgenden Eigenschaften

» Die Zusténde bestehen aus den unabhangigen Mengen in G.
» Der stationdre Zustand « ist die Gleichverteilung.

@ Sei Xj ein Startzustand und Xy, Xi, ... ein Lauf der Kette.

@ Nach einer hinreichend gro3en Zahl Schritte r erreichen wir .
@ Verwende X, Xor, X3/, . .. als Approximation uniformer Samples.
@ Man kann r und die Qualitéat der Samples explizit bestimmen.
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MCMC mit uniformer Verteilung

Frage: Wann ist 7 uniform?
@ In Graphen ist die stationare Verteilung abhangig vom Grad.
@ Idee: Erzeuge gleichen Grad M durch Selbstkanten.
@ Graphen mit Selbstkanten sind nicht bipartit.

Satz Uniforme stationare Verteilung

Sei Q ein endlicher Zustandsraum mit Nachbarn {N(x) | x € Q}. Sei
N = maxyeq |N(x)| und M € N mit M > N. Eine Markov Kette mit

] fiir x # y und y € N(x)

W
Py =10 fiir X # y und y & N(x)
1

% firx =y

besitzt uniforme stationére Verteilung.

Beweis: (ohne Beweis)
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Uniformes Samplen unabhangiger Mengen

Algorithmus Markov Kette ISET
EINGABE: G= (V,E)
@ Wahle Startzustand X; = 0.
@ Berechnung von X1 aus X; fur alle i > 0:
@ Wahleveg V.
@ Falls v € X; setze Xi 1 = X \ {v}.

@ Falls v ¢ X; und X; U {v} unabhéangig ist, setze X1 = X;U{v}.
@ Sonst setze X1 = Xi.

Anmerkungen:

@ Jedes X; ist nach Konstruktion eine unabhangige Menge.
@ Benachbarte X; unterscheiden sich in héchstens einem Knoten.
@ Jede unabhangige Menge von G kann von ISET erreicht werden.
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Uniformes Samplen unabhangiger Mengen

Satz Unifomes Samplen unabhangiger Mengen
ISET besitzt uniforme stationare Verteilung r, falls |[E| > 1. J

Beweis:
@ Sei {u, v} € E. Angenommen wir sind im Zustand X; = {u}.
@ Dann gilt P, , > 0, d.h. wir haben eine Selbstkante.
o Fir x # y gilt entweder Py, = y; oder Py, = 0.
@ Ferner gilt Zy Pyy = 1.
@ Damit ist voriger Satz (Folie 116) anwendbar, und = ist uniform. O
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